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研究成果の概要（和文）： 高位ホモトピー可換性の概念は位相モノイドの場合に菅原により最初に研究された．本研
究では Bott と Taubes により構成された巡回多面体を用いてループ空間（高位ホモトピー結合的ホップ空間）に対す
る新しい高位ホモトピー可換構造を構成した．また Kapranov により構成された置換結合多面体を巡回多面体の積空間
の和集合として組合せ論的に分解した．更にその分解から今回構成した新しい構造と以前の研究において置換結合多面
体を用いて導入したループ空間に対する別の高位ホモトピー可換構造との関係性について解析した．

研究成果の概要（英文）： The concept of higher homotopy commutativity was first studied by Sugawara in 
the case of topological monoids. In the present study, we constructed a new higher homotopy commutativity 
for the (loop) multiplications of loop spaces (higher homotopy associative Hopf spaces) using cyclohedra 
constructed by Bott and Taubes. We also gave combinatorial decompositions of permuto-associahedra 
constructed by Kapranov into unions of product spaces of cyclohedra. Then the cyclohedron can be regarded 
as a subspace of the permuto-associahedron. From the decompositions, we also studied relations between 
the new concept of higher homotopy commutativity and another one represented by the permuto-associahedra.

研究分野：代数的位相幾何学

キーワード： ループ空間　ホップ空間　高位ホモトピー可換性　巡回多面体　置換結合多面体
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様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通）

１．研究開始当初の背景
ループ空間は空間上の基点を保つループ全

体からなる写像空間であり, 幾何学における
重要な研究テーマの 1 つである. また高位ホ
モトピー可換構造は空間における積 (演算)の
交換法則の自由度を各種多面体を用いてホモ
トピー論的に特徴付けた構造である.
位相モノイドに対する高位ホモトピー可

換構造は菅原により最初に研究され, 後
に Williams は置換多面体 (permutohedra)
{Pn}n≥1 を用いた定義を与えた. ここで置換
多面体とは多重ループ空間の近似を与えるた
め Milgram により導入された多面体である
(図 1,5).
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図 1: 置換多面体 P4

また高位ホモトピー結合構造も菅原により
最初に導入され, Stasheff は結合多面体 (asso-
ciahedra) {Kn}n≥1の構成により菅原理論を発
展させ An-空間の概念に到達した. 空間 X の
An-構造は高位ホモトピーの族 {µi : Ki×Xi →
X}1≤i≤n により定められる. 定義から A3-構
造は積のホモトピー結合構造であり, A4-構造
は図 2の 5角形で表現される 2次ホモトピー
である. このとき An-構造を持つ空間は An-
空間と呼ばれる. 特に A∞-空間はループ空間
と同じである.
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図 2: A4-構造

位相モノイドの積が結合的であるのに対し,
ループ空間におけるループ積は結合多面体
{Kn}n≥1 で表現される A∞-構造を持つ. した

がって位相モノイドに対する高位ホモトピー
可換構造をループ空間 (An-空間) の場合に拡
張するためには, その構造を表現する多面体
の各頂点を結合多面体で置き換えた多面体が
必要となる.

Kapranov が置換多面体の各頂点を結合多
面体で置き換えた面ポセットを持つ置換結合
多面体 (permuto-associahedra) {KPn}n≥1 を
構成したことに基づき, 研究代表者と高知大
学の逸見は ACn-構造と呼ばれる高位ホモト
ピー可換構造を構成し,位相モノイドに対する
Williams の構造を An-空間の場合に拡張した
(図 3,7). また ACn-構造を用いてループ空間
のホモトピー論的諸性質を解明するための研
究を行った.
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図 3: 置換結合多面体 KP4

更に我々は Gel’fand-Kapranov-Zelevinsky
により構成された終結多面体 (resultohedra)
{Nm,n}m,n≥1 を用いて菅原理論を精密化した
が,その過程において C(n)-構造と呼ばれる単
体を用いた位相モノイドの高位ホモトピー可
換構造を研究した. 定義から C(2)-構造は積の
ホモトピー可換構造である. C(n)-構造は有理
化された空間上ではWilliamsの構造と一致す
るが一般的には異なることも証明されている.

２．研究の目的
最初に新しい高位ホモトピー可換構造を導

入し,位相モノイドに対する C(n)-構造をルー
プ空間 (An-空間)の場合に拡張する. 次にその
新しい構造を用いてループ空間のホモトピー
論的諸性質を解明する. 具体的にはループ空
間の分類空間がホモトピー論的代数構造を持
つための条件をループ積の高位ホモトピー可
換構造により特徴付ける. また高位ホモトピー
可換構造を持ち, 素数 p で局所化された無限
次元ループ空間 (An-空間) の分類を行う. 更
に今回導入する新しい構造と ACn-構造との
関係性を調べる.
置換多面体 Pn の頂点が n 次対称群 Σn に

対応するのに対し,終結多面体 Nm,n の頂点は
(m,n)-シャッフル全体からなる対称群の部分
集合に対応する. 本研究ではこれらを一般化



し,頂点が (m1, . . . ,mℓ)-シャッフルに対応する
一般終結多面体 (generalized resultohedra) を
構成する. そしてその新しい多面体を用いて
菅原理論の精密化を更に発展させることを目
指す.
多面体は組合せ論や代数幾何学など各種分

野から重要な例を持ち, それぞれの側面から
活発に研究されている. 本研究の目的は多面
体をホモトピー論的側面, 特にループ空間の
高位ホモトピー可換構造という観点から解析
することにより, ホモトピー論と他分野との
関連性を見出すことである.

３．研究の方法
(1)位相モノイドに対する C(n)-構造をループ
空間 (An-空間)の場合に拡張するため,単体の
各頂点を結合多面体で置き換えた面ポセットを
持つ多面体が必要となる. Bott-Taubesにより
構成された巡回多面体 (cyclohedra) {Wn}n≥1

はその性質を満たすが, 彼らの定義における
巡回多面体 Wn の面ポセットは円周上に配置
された n 個の順序付きラベル x1, . . . , xn への
括弧付けにより記述されており, そのままの
形では本研究で必要とする新しい高位ホモト
ピー可換構造との関係性が明らかでない.
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図 4: 置換結合多面体 KP3 と KP4 の分解

そこで巡回多面体を置換結合多面体の部分
空間として再構成することにより C(n)-構造
と An-構造を合成した高位ホモトピー可換構
造に適合する巡回多面体Wnの新しい面ポセッ

トを定義し, それが Bott-Taubes による面ポ
セットと組合せ同値であることを証明した. 同
時に巡回多面体の面作用素と退化作用素も再
構成し, それらの間の関係式を解析した.
最初に {1, . . . , n−1}の分割と呼ばれる組合

せ論的構造を用いて置換結合多面体 KPn を
巡回多面体 {Wi}1≤i≤n の積空間の和集合とし
て分解した (図 4). これは置換多面体の単体に
よる分解を与えた逸見とKapranov-Voevodsky
の結果の一般化である. またMac Laneと Bar-
Natan も置換結合多面体 KP3 の分解を得て
おり, 本研究における分解は彼らの結果の高
次元の場合への拡張と考えられる. 特に分割
{1}, . . . , {n− 1} を考えることにより巡回多面
体 Wn は置換結合多面体 KPn の部分空間と
見なせる.
研究代表者はこれまで多面体を別の多面体

を用いて組合せ論的に分解し,それぞれの表現
する高位ホモトピー構造を比較する各種研究
を行っている. 特に写像に対する ACn-構造の
概念を導入するため,置換結合多面体の乗法多
面体 (multiplihedra) による分解を行った. こ
こで乗法多面体とは岩瀬-三村により写像に対
する An-構造を定義するために構成された多
面体である.
この分解は乗法多面体を凸多面体として再

構成した Forcey の研究で引用され, 組合せ論
の分野でも重要視されている. これは本研究の
目的の 1 つである多面体を通じてホモトピー
論と他分野とを関連付けることに適合する. 本
研究における置換結合多面体の分解も今後他
分野と関連付けられることが期待される.

(2) n 次対称群 Σn は座標の置換により n 次
元空間 Rn に作用する. 置換多面体 Pn は軌道
{σ(1, . . . , n) | σ ∈ Σn} の凸包からなる Rn の
部分集合であり, 同時に超平面 {(t1, . . . , tn) |
t1 + · · ·+ tn = n(n+ 1)/2} の部分集合でもあ
る (図 5).
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図 5: 置換多面体 P3

ここで m1, . . . ,mℓ ≥ 1, m1 + · · · +mℓ = n
に対し, Rn の n − ℓ 個の超平面を定義し, そ
れらで置換多面体 Pn を切り取ることにより
一般終結多面体 Nm1,...,mℓ

を構成した. これ
は以前の研究で終結多面体 Nm,n を再構成し



た際に用いた方法の一般化である.

４．研究成果
(1)巡回多面体を用いて Bn-構造と呼ばれる新
しい高位ホモトピー可換構造を導入し,位相モ
ノイドに対する C(n)-構造をループ空間 (An-
空間) の場合に拡張した. ここで An-空間 X
の Bn-構造は高位ホモトピーの族 {φi : Wi ×
Xi → X}1≤i≤n により定められる. 定義から
B2-構造は積のホモトピー可換構造であり, B3-
構造は図 6の上の 6角形で表現される 2次ホ
モトピーである.
このとき A4-構造がモノイド・カテゴリーの

概念に拡張されているのに対し, B3-構造はブ
レイド・カテゴリーと密接に関連している. 今
後巡回多面体や Bn-構造を高次元カテゴリー
やオペラッドにおける各種構造に拡張し,他分
野への新しい研究手段の導入を目指す.
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図 6: B3-構造と B4-構造

(2)ループ空間 X が B∞-構造を持つことと X
の分類空間 BX が T -構造を持つことが同値
であることを示した. Aguadéにより導入され
た T -構造は自由ループ空間が基点付きループ
空間に分解するかを調べるための指標であり,
近年有理ホモトピー論などにおいて重要視さ
れているため今後本研究成果の様々な応用が
期待される.
また巡回多面体と乗法多面体の組合せ論的

関係性を詳しく解析することによりループ写
像に対する Bn-構造を導入した. 更に Farjoun
により導入されたホモトピー局所化が Bn-構
造を保存することを証明した. 応用として Bn-
構造が被覆空間と Postnikov 系列の構成によ
り保存されることが示された.

(3)置換結合多面体の巡回多面体による組合せ

論的分解を用いて An-空間 X が Bn-構造を持
つとき X は ACn-構造を持つことを証明した
(図 7). 同時に n > p で n ̸≡ 0 mod p の場合
Bn−1-構造と AC∞-構造の両方を持つが Bn-
構造は持たないループ空間の具体例を構成し,
上記結果の逆の命題が一般的には成立しない
ことも示した. これらの結果は位相モノイド
に対する C(n)-構造とWilliamsの構造との関
係性を調べた以前の結果を An-空間の場合に
拡張したものである.
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図 7: AC3-構造の構成

(4)素数 pで局所化された連結ループ空間 (Ap-
空間) X が Bp-構造を持ち Fp-係数コホモロ
ジー環が有限生成環であるとき X は p-局所
化された円周 S1

(p) と無限次元複素射影空間
CP∞

(p), 無限次元レンズ空間 BZ/p の直積空間
にホモトピー同値であることを証明した. 同
時に p-局所化された奇数次元球面 S2t−1

(p) は
Bp−1-構造を持つことを示し, 上記結果におけ
る Bp の条件を Bp−1 に弱めることはできな
いことも分かった. これは Hubbuckと Linに
よるトーラス定理を奇素数と無限次元の場合
に拡張した結果である.
ある整数 t に対し, 空間 X のホモトピー群

が πi(X) = 0 (i > t) となるとき X は Post-
nikov 空間と呼ばれる. この Postnikov 空間
の概念を用いて, 上記結果を Fp-係数コホモロ
ジー環が Steenrod代数上有限生成環である場
合に更に拡張する結果も得られた.

(5) 高知大学の逸見との共同研究として, 頂
点が (m1, . . . ,mℓ)-シャッフル全体からなる対
称群の部分集合に対応する一般終結多面体
Nm1,...,mℓ

を構成した. 特に ℓ = 2 のときが終
結多面体 Nm1,m2 であり, mi = 1 (1 ≤ i ≤ ℓ)
の場合が置換多面体 Pℓ である.
またこの多面体を用いて菅原理論の精密化

を更に発展させるための研究に着手した. 今
後 C(n)-構造やWilliamsの構造を含む形で位
相モノイドに対する高位ホモトピー可換構造
の統一的な理論の構築を目指す.
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