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研究成果の概要（和文）：3次元一般剛性の組合せ的特徴付け問題は離散幾何学において広く知られる重要な未解決問
題であり，様々な応用において基礎的知見を与えるという点で非常に重要である．本研究課題ではグラフの剛性に関す
る近年の重要な進展である(1) 分子グラフの3次元一般剛性，(2) 2次元対称グラフの剛性理論，(3) 2次元大域剛性定
理，の三理論の統合に向け，対称グラフの無限小剛性解析手法の整備と高次元大域剛性解析への拡張を行った．

研究成果の概要（英文）：Toward a combinatorial characterization of the global rigidity of symmetric 
molecular graphs, in this project we have developed new techniques for analyzing the infinitesimal 
rigidity of symmetric graphs and the global rigidity in high dimensional space.

研究分野： 離散数学
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１．研究開始当初の背景 
 グラフの剛性とは，グラフがユークリッド
空間に一般的に埋め込まれた際に得られる
フレームワークの剛性性質によって定義さ
れる．グラフの 2 次元剛性の組合せ的性質は
Laman によって 1970 年に解明されている
(引用文献⑥)．しかしながら Maxwell/Laman
の条件を一般次元に拡張したものは，必要だ
が十分条件とはならず，高次元剛性に対して
Laman の結果に対応する定理は未だ知られ
ていない．最も代表的でありかつ応用上重要
な 3 次元剛性定理の導出は，1970 年の
Laman の結果以降，多くの離散数学者によ
って試みられてきたが，幾つかの特殊ケース
を除き未だ解決されていない． 
 近年このグラフ剛性の特徴づけ問題に関
連して 3 つの重要な進展があった． 
 
(1) まず一つ目は分子グラフの 3 次元剛性
予想の解決である．分子グラフとは，グラフ
理論における 2 乗グラフを指しており，分子
構造をモデル化した際得られるトポロジー
として応用上非常に重要なクラスであると
認識されてきた．分子グラフの 3 次元剛性に
関するTayとWhiteley(引用文献⑨)の予想は
分子剛性予想と呼ばれ，剛性理論における重
要な未解決問題として継続的に取り上げら
れてきた．研究代表者は加藤直樹氏(京都大
学)と共にこの予想の肯定的証明に成功した
(引用文献⑤)． 
 
(2) 二つ目の重要な進展は Jackson-Jordan
による２次元大域剛性グラフの組合せ的特
徴付けである(引用文献④)．通常のグラフの
剛性概念とは異なり，大域剛性においては不
連続な頂点移動も考慮に入れグラフの変形
可能性を問う． Connelly(引用文献①)によっ
て予想された大域剛なグラフの構築予想が，
2004年にJackson-Jordanによって肯定的に
解決され，大域的に剛なグラフが簡潔な組合
せ的条件によって特徴付けされた．  
  
(3) 三つ目の重要な進展として Laman の定
理の対称グラフ剛性への拡張が挙げられる．
自己同型群の部分群として離散点群や自由
可換群を含むグラフ（つまり点対称なグラフ
や周期グラフ）の対称性を考慮した一般剛性
は，対称性条件下で一般的に埋め込んだ際得
られるグラフの剛性として定義される．周期
グラフに対する群ラベル付き商グラフを考
える事で Laman の定理の 2 次元周期グラフ
へ拡張が Malestein-Theran(引用文献⑦)と
Ross(引用文献⑩)によって証明された．  
 
 
２．研究の目的 
 3 次元一般剛性の組合せ的特徴付け問題は
離散幾何学において広く知られる重要な未
解決問題であり，様々な応用において基礎的
知見を与えるという点で非常に重要である．

特に分子グラフの剛性理論は，蛋白質の挙動
解析やガラスの相 転 移メカニズムの考察な
ど，物理的・生物的現象の理解に直接利用さ
れている．上記分子グラフの剛性定理を大域
剛性や対象剛性に拡張することによって，こ
れまで扱えなかった高い対称性を有する分
子や結晶構造に対しても理論の適用範囲を
拡張し，より高次の安定性に関する議論が可
能となる．特に剛性と対称性に関する組合せ
的知見は，新規ゼオライトの推定や結晶構造
の振動解析等，先端分野に現れる多様な離散
的物理現象の解析や計算問題における既存
の限界の打破に繋がる． 
 
３．研究の方法 
 理論的には剛性理論の主要研究対象であ
る， 
(1) 3 次元一般剛性理論 
(2) 対称グラフの剛性理論 
(3) 一般大域剛性理論 
の 3つを統合する理論の構築が究極の目標で
あるが，本プロジェクトでは達成可能であり
応用上重要な分子グラフに焦点を当て，上記
に示した最近の重要な進展である， 
(1) 分子グラフの 3 次元一般剛性 
(2) 2 次元対称グラフの剛性理論 
(3) 2 次元大域剛性定理， 
の三理論の統合を行い，対称性を有する分子
グラフに対する剛性・大域剛性定理の導出を
目標に設定した． 
 これまでに研究代表者が取組んできた3次
元剛性に関する理論(特に分子剛性定理)を
基礎とし，対称性や大域剛性の条件を段階的
に付加することで，理論の拡張を試みた．最
終目標は対称分子グラフの大域剛性定理の
導出であるが，その過程を大まかに三分類し，
各ステップが完結した理論として発表でき
るよう適切な課題設定を行った． 
 
 
４．研究成果 
(1) 2 次元一般剛性や Tay の剛体構造剛性
定理(引用文献⑧)から,一般剛性とグラフの
木分割には密接な関係があることが知られ
ていた．発表論文①では，剛性解析の際に現
れる制約を抽象化することで，頂点上にマト
ロイド制約を付加した一般化木分割問題を
考察し，組み合せ最適化分野における基本的
定理であるTutte-Nash-Williamsの木分割定
理の拡張に成功した．さらに剛性理論への応
用として，一般化木分割定理を利用すること
によって，幾つかの高次元剛体構造モデルに
対し非一般的な配置における無限小剛性の
組合せ的特徴付けを導出した． 
 
(2) 発表論文②では，対称フレームワーク
の無限小剛性を解析するための道具として
発表論文⑥において開発した軌道剛性行列
を利用して，高次元の対称剛体ヒンジ構造の
無限小剛性の組み合せ的特徴づけを行った．



対称性が Z/2Z の直積の場合，誘導される符
号付き商グラフを定義し，そのグラフ上の符
号付グラフ的マトロイドと軌道剛性行列の
階数の関係を明らかにした． 
 
(3) 研究成果③では，有限剛体構造モデル
を無限周期構造モデルへと拡張を行い, 対
称性制約下での一般剛性が商グラフの組合
せ構造で簡潔に特徴付けされることを証明
した． 
 
(4) 研究成果④では，Zaslawsky(引用文献
⑪)によって整備された群ラベル付きグラフ
上でのマトロイド理論に基づき，群の要素上
の劣モジュラ関数を用いたポリマトロイド
構築法を提案し，一部の部分クラスに対する
線形表現を導いた．応用として，平面上の対
称なグラフの剛性定理やTayの高次元剛体構
造定理の一般化を導出し，理論の有用性を明
らかにした．この成果によって，具体的例題
において観察されていた分子構造の自由度
に対する対称性の影響が，一般的かつ組合せ
的に説明可能であることが明らかにされ，自
由度解析において利用されているMaxwellの
条件に代わる新たな組合せ的条件を提案す
ることができた． 
 
(5) 研究成果⑤では，グラフの大域剛性解
析のための新たな手法を提案した．これまで
グラフの大域剛性を証明するための主要ツ
ールであった 1-extension と gluing という
操 作 の一般 化 となる 手 法を提 案 し ，
Jackson-Jordan の 2 次元大域剛性定理や
Connelly-Jordan-Whiteley(引用文献②)の剛
体構造大域剛性定理が容易に導かれること
を証明した．またこの手法を利用して
Frank-Jiang(引用文献③)のk-chainの大域剛
性予想を解決した．さらに分子グラフの大域
剛性の特徴づけに向け，分子グラフの簡易モ
デルである剛体ヒンジ構造に対し，大域剛性
のための十分条件を証明した． 
 
(6) 発表論文⑥では対称グラフの無限小剛
性の解析に取り組んだ．剛性行列をブロック
対角化した際，巧い基底の取り方によって各
ブロックの値が簡潔に記述されることを示
し，さらに発表論文④で開発した群ラベル付
商グラフ上のマトロイドの構築法と剛性解
析手法を利用することで，様々な古典的定理
が対称グラフの無限小剛性解析へ拡張可能
であることを証明した． 
 
⑦ 発表論文⑤において開発した高次元大
域剛性解析手法を利用して，発表論文⑦では
剛体ヒンジ構造の大域剛性の組合せ的特徴
づけを証明した．Connelly-Jordan-Whiteley 
(引用文献②)によって予想された十分条件が
実は必要十分条件として成立することを証
明した．系として大域剛でない Hendrickson
グラフの無限族の存在を明らかにし，

Connelly による３次元大域剛性予想の反例
を与えた． 
 
(8) 発表論文⑧では，グラフの 2次元剛性解
析の基本的道具である Hennneberg 構築法の
群ラベル付きグラフへの拡張を行い，これま
で未解決であった２面体群に関して対称な
グラフの２次元剛性の特徴づけに成功した．
また提案した構築法に関して既約で最小な
グラフが機械工学において Bottema’s 
mechanism として知られるメカニズムである
ことを証明し，さらに既約で極小なグラフか
らより広いクラスのメカニズムが存在する
ことを明らかにした． 
 
(9) 発表論文⑨では，対称グラフの剛性の必
要条件として現れる群ラベル付きグラフ上
での組合せ的係数条件を一般化・精密化する
ことによって，発表論文④における群ラベル
付グラフ上でのマトロイド構築法の一般化
を行った．これまで知られている構築法は
Edmonds による交差劣モジュラ理論の特殊ケ
ースであったが，本研究では Edmonds の定理
では解析できない広範囲の離散構造を取り
扱うことに成功した．この構成法によって，
既知の剛性必要条件がマトロイドを構築す
ることが解明され，統一的な議論で対称グラ
フの剛性解析が可能となった． 
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