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研究成果の概要（和文）：高次元(7 次元まで)の Fisher-Bingham 分布の最尤推定に holonomic 勾配降下法を適用で
きるようにした。さらに n 次元の Fisher-Bingham 積分の満たす微分方程式系について、ある良い項順序を設定する
ことにより、グレブナー基底を決定することができ、holonomic rank (解空間の次元)を決定することができた。
Lauricella の n 変数超幾何微分方程式系や、Kampe de Feriet の 2 変数超幾何微分方程式系について、グレブナー
基底を求めることができ、holonomic rank や特異点集合などを決定することができた。

研究成果の概要（英文）：We propose an accelerated version of the holonomic gradient descent and apply it t
o calculating the maximum likelihood estimate (MLE) of the Fisher-Bingham distribution on a d-dimensional 
sphere. These enable us to solve some MLE problems up to dimension d=7 with a specified accuracy. The Fish
er-Bingham system is a system of linear partial differential equations satisfied by the Fisher-Bingham int
egral for the n-dimensional sphere. We show that the holonomic rank of the system is equal to 2n+2. 
We derive Groebner bases for Lauricella's hypergeometric differential equations with respect to a monomial
 order. By using these Groebner bases, we determine characteristic varieties and the singular loci of thes
e differential equations. 
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１．研究開始当初の背景 
線形偏微分方程式系を代数的に取り扱う

理論として D-加群の理論があるが、その理論
をもとに、微分作用素環のグレブナー基底な
どを用いて計算機上で実行できるようなア
ルゴリズムにしたものが、D-加群の計算アル
ゴリズムである。その中に D-加群の積分アル
ゴリズムがある(Oaku 1997, Oaku, Takayama 
2001) 。これは、被積分関数の満たす
holonomic 微分方程式系から積分の満たす
holonomic 微分方程式系を計算するもので、
多項式係数微分作用素環 D におけるグレブ
ナー基底を用いている。 
申請者ら(Nakayama, Nisiyama) は、この

積分アルゴリズムをもとに、積分路がサイク
ルでないような場合でも適用できるような
アルゴリズムを開発した。さらに、多重積分
の場合についても計算できるようなアルゴ
リズムを開発した。この時計算結果として返
ってくるのは、積分の満たす非斉次な微分方
程式系である。(Nakayama, Nisiyama: “An 
Algorithm of ComputingInhomogeneous 
Differential Equations for Definite 
Integrals”, 2010) 
またこのアルゴリズムをもとにすれば、微

分作用素を差分作用素に変換する Mellin 変
換を使って、パラメータ付きの和の満たす非
斉次差分方程式系を計算することができる。 
和の満たす差分方程式を計算するアルゴリ
ズムは、知られたもの(Zeilberger, Chyzak 
など) が幾つかあるが、それらでは計算が困
難であるが我々の方法なら計算できるよう
な例を幾つか見つけた。(Nakayama: “An 
Algorithm of Computing Inhomogeneous 
Difference Equations for Definite Sums”, 
2011) 
積分アルゴリズムの１つの応用として、申

請者ら(Sei, Takayama, Takemura, Nakayama 
et.al.) は、holonomic 関数の局所最適値を
計算する方法である“holonomic 勾配降下
法” を作り、方向統計学に出てくる n 次元
球面上の積分である Fisher-Bingham 積分に
ついて適用した。手法としては、目的関数で
ある積分について、それの満たす微分方程式
系を積分アルゴリズムにより求め、その微分
方程式系を Pfaffian 系に変換し、それを使
って勾配降下法を行うというものである。こ
の方法を使うと、初期位置での積分値さえ求
められれば、あとは数値積分をしなくてもよ
いという利点がある。(Sei, Takayama, 
Takemura, Nakayama, et. al. : “Holonomic 
Gradient Descent and its Application to 
Fisher-Bingham Integral”, 2011) 
D 加群の計算アルゴリズムはおもに、多項

式係数微分作用素環 D におけるグレブナー
基底を用いている。一般的に、多項式環にお
けるグレブナー基底計算に比べ、D でのグレ
ブナー基底計算は困難であることが知られ
ている。積分アルゴリズムの効率化には、D 
でのグレブナー基底計算の効率化が必要不

可欠である。申請者は、グレブナー基底を計
算するアルゴリズムである Buchberger アル
ゴリズムを可視化するソフトウェアを作り、
興味深い計算例を幾つか得た。(Nakayama : 
“ An Interactive User Interface for 
Division Algorithms and the Buchberger 
Algorithm” , 2006) 
 
２．研究の目的 
D 加群の積分アルゴリズムについて、統計

学などへの応用、適用範囲の拡張、計算効率
の改良などを行う。微分作用素環のイデアル
のグレブナー基底に関して、新たな計算方法
の開発を行う。具体的には以下のような点を
中心に研究を行う。 
 
(1) 積分アルゴリズムを、統計学などに出て
くる積分などへの適用し、新たな公式等を導
出する。組合せ論などに出てくる級数につい
ても、同様の手法により新たな公式等を導出
する。 
 
(2) holonomic 関数の局所最適値を計算する
方法である“holonomic 勾配降下法” につ
いて、応用例を探す。現時点では、計算量の
問題で、2 次元球面上の Fisher-Bingham 積
分までしか適用できないが、さらに高次元の
Fisher-Bingham 積分について計算を行う。 
 
(3) 微分作用素環 D におけるグレブナー基
底計算を効率的に行う手法の開発。 
 
３．研究の方法 
(1) 積分アルゴリズムを、統計学などに出て
くる積分などへの適用し、新たな公式等を導
出する。組合せ論などに出てくる級数につい
ても、同様の手法により、新たな公式等を導
出する。現時点において、D-加群の積分アル
ゴリズムを実行できるプログラム nk 
restriction.rr を 数 式 処 理 ソ フ ト
Risa/Asir 上に実装し、web 上で公開してい
る。このプログラムを使い、統計学、組合せ
論などに出てくる積分、級数の計算を行う。 
 
(2) holonomic 関数の局所最適値を計算する
方法である“holonomic 勾配降下法” につ
いて、応用例を探す。特にターゲットとする
問題としては、高次元の Fisher-Bingham 積
分がある。2011 年時点では、計算量の問題か
ら、n = 2 の Fisher-Bingham 積分までしか
“holonomic 勾配降下法” は適用できてい
なかった。n が 3 以上の場合について、計算
方法を工夫し、この手法を適用できるように
する。n = 1 の Fisher-Bingham 積分につい
ての”holonomic 勾配降下法” を実行でき
るプログラム fb1.rr を数式処理ソフト
Risa/Asir 上に実装している。このプログラ
ムをもとに応用例を探す。 
 
(3) 微分作用素環 D におけるグレブナー基



底計算を効率的に行う手法の開発。積分アル
ゴリズムの効率化には、微分作用素環 D での
グレブナー基底計算の効率化が必要不可欠
である。しかし多項式環でのグレブナー基底
計算に比べ、微分作用素環での計算は非常に
時間がかかることが多い。それは微分作用素
環の非可換性のため、多項式環では行うこと
が で き る 計 算 の 省 略 ( 具 体 的 に は , 
Buchberger criterion と呼ばれるもの) が
行えないことによる。申請者は、グレブナー
基 底 を計算 す るアル ゴ リズム で あ る
Buchberger アルゴリズムを可視化するソフ
トウェアを作った。 (Nakayama : “ An 
Interactive User Interface for Division 
Algorithms and the Buchberger Algorithm”, 
2006)このソフトウェアを用いて、アルゴリ
ズムの途中経過などを観察し、計算のボトル
ネックを探しその改良を図る。また、多項式
環のイデアルのグレブナー基底について、計
算機を用いなくても理論的にグレブナー基
底が計算できるような場合がある。例えば、
ある特殊なトーリックイデアルなどの場合、
組合せ論的な情報からグレブナー基底が得
られる。多項式環のように、微分作用素環の
イデアルについても、理論的にグレブナー基
底が得られるような例を探す。 
 
４．研究成果 
(1) 2011 年 の 論 文 で は 、 2 次 元 の 
Fisher-Bingham 積分に対してまでしか、
holonomic 勾配降下法は適用できなかった。
それは、積分の満たす微分方程式系を Pfaff 
系と呼ばれる 1 階の微分方程式系に変形す
る計算が非常に困難であったことによる。
2014 年の論文では、Pfaff 系の計算につい
て理論的な結果を用いることによって、さら
に高次元(7 次元まで)の Fisher-Bingham 
積分に対して、"holonomic 勾配降下法" を
適用することが可能になった。 
 
(2) 一般の n 次元の Fisher-Bingham 積分
の満たす微分方程式系について、ある良い項
順序を設定することにより、グレブナー基底
を決定することができた。そのグレブナー基
底 を 用いる と 、この 微 分方程 式 系 の 
holonomic rank (解空間の次元)を決定する
ことができた。(2014 年の論文) 
 
(3) さらに、このグレブナー基底を決定する
際に用いた方法を他の微分方程式系に適用
することができ、Lauricella の n 変数超幾
何微分方程式系や、Kampe de Feriet の 2 変
数超幾何微分方程式系についても、良い項順
序を設定する事により、グレブナー基底を求
めることができた。そして、そのグレブナー
基底を用いることで、holonomic rank や特
異点集合などを決定することができた。
(2014 年の論文) 
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