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研究成果の概要（和文）：ベイズ型情報量規準を導くためには統計モデルの周辺尤度と呼ばれる積分に対してラプラス
近似を行う必要がある。 そしてその近似を行うためには，被積分関数もしくはその主要な部分を最大にする値（ここ
ではモードと呼ぶ）が必要になる。
しかし，パラメーターの個数に対して標本の個数が十分に大きくない場合には正確なモードを求めることが難しい時が
ある。本研究においては，正確なモードに近い動きをする漸近的なモードを用いてラプラス近似を行ったときの妥当性
および漸近誤差を明らかにした。またその漸近的なモードを構築するためには，パラメーターの推定量の収束の速さが
大きく影響することを明らかにした。

研究成果の概要（英文）：When applying Laplace's method to approximate an integral, we require an exact 
mode of its integrand. We derive a Laplace approximation using an asymptotic mode of an asymptotic mode 
instead of the exact mode, and present some ways to establish asymptotic modes with a desirable order.
The class of the asymptotic modes is wide and includes consistent estimators with some convergence rate 
and a true parameter.

研究分野： 統計学（漸近理論）

キーワード： ラプラス近似　ベイズ統計学　情報量規準

  ２版
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１．研究開始当初の背景 
 
(1) 金融工学, 遺伝子解析, 医学などの多く

の分野において, データが取得されてお
り, 有益な情報を抽出するための統計モ
デルが議論されている. 不適切な統計モ
デルを選ぶことは，データを生じている
構造に偏りのある推定，将来の観測値の
予測において大きな予測誤差を生じさせ
る可能性が高い. このため適切な統計モ
デルを選ぶことが必要となり，そのため
には観測値に対してフィットさせる統計
モデルに対する評価が重要となる. 統計
モデルの評価法の 1 つとして，統計モデ
ルのある種の予測誤差最小化原理に基づ
く赤池情報量規準(Akaike information 
criterion, AIC)と統計モデルの周辺尤度
最大化原理に基づくベイズ型情報量規準
(Bayesian information criterion, BIC)
がある．研究開始当初，周辺尤度を近似
するための別の手法としてはモンテカル
ロ法があり，その汎用性の広さから現在
でも多くの分野で使用されている．しか
しながら周辺尤度は一般的にはとても小
さい値を取るため，モンテカルロ法を用
いて近似するためには非常に多くの乱数
を生成させる必要があり，高速に計算で
きるという点において，漸近的な近似手
法を用いた AIC, BIC もいまだに様々な
分野に対して多くの貢献がある． 
 

(2) BIC を導出するためには，通常，積分の
形で表される周辺尤度に対してラプラス
近似を行う必要がある (Schwarz, G. 
1978)．そしてその近似を行うためには，
被積分関数もしくはその主要な部分を最
大にする値（ここではモードと呼ぶ）が
必要になる．しかし，周辺尤度における
被積分関数がパラメーターの個数に対し
て標本の個数が十分に大きくない場合，
被積分関数がパラメーターの非線形関数
になっている場合には正確なモードを数
値的に求めることが難しい時がある． 

 
２．研究の目的 
(1) 統計モデルの周辺尤度における積分に対

して，正確なモードの代わりに漸近的な
モードを用いてラプラス近似を行い，ベ
イズ型情報量規準を導出する．その際，
ラプラス近似の漸近誤差を評価し, かつ
それにより導出されたベイズ型情報量規
準の漸近分布, モデル選択における一致
性を明らかにする． 
 

(2) 漸近的なモードを構築するための手法を
明らかにする． 
 

(3) さらに正規線形過程，Autoregressive 
conditional heteroscedasticity (ARCH)
モデル, Generalized ARCH(GARCH)モ

デルなどの非線形モデルに対してラプラ
ス近似を適用し，それにより導出される
情報量規準の有効性，妥当性を検証する． 

 
(4) (1)で導出されたベイズ型情報量規準の

有効性をシミュレーションにより確認す
る.  

 
３．研究の方法 
ベイズ型情報量規準，およびラプラス近似に
関する先行研究のサーベイを行う．その上で
上述した研究の目的(1)においては，
Miyata(2004)で与えられたオーダーn-1 の漸
近的なモードを用いたラプラス近似を，より
広いクラスの推定量を用いたラプラス近似
へと拡張を行う．ここでオーダーとは，漸近
的なモードが被積分関数の正確なモードか
ら漸近的な観点からどのくらい乖離がある
のかを示す指標である．また、研究の目的 
(2)については，ラプラス近似において好ま
しい漸近誤差を持つような漸近的なモード
の構築方法の検討を行う．研究の目的(3)に
おいては，正規線形過程，GARCH モデルが，
(1)で与えられたラプラス近似の正則条件を
満たすことを確認する． 
(1)で得られた展開式の高次の項を含めたベ
イズ型情報量規準の良さを確認するために
シミュレーションを行う． 
 
４．研究成果 
 
(1) nは標本の大きさとする. 周辺尤度に対

して Op(n-α)(ただし α≧1/2) の漸近的な
モードを用いてラプラス近似を行った場
合, その漸近誤差（相対誤差）がラージ
オーダーOp(n-min(α,1))になることを確認し
た. 即ち，周辺尤度で表される積分に対
して，その被積分関数の正確なモードに
ある程度近い値（漸近的なモード）を用
いてラプラス近似を行っても妥当性は失
わないということである．しかしその漸
近誤差のオーダーは，漸近的なモードが
どのくらいその正確なモードに近いかど
うかに依存する．より具体的に述べると，
周辺尤度を含んだ 
 

という形の積分を考える. ここで hn(θ)
はこの積分における主要な項であり，対
数尤度関数を含んだものになっている．
例えば hn(θ)=-(1/n)log{pn(y|θ)π(θ)}となる．
pn(y|θ)は観測ベクトル y=(y1,…,yn)の確率
密度関数とし，π(θ)をパラメーターΘ∈Rd

の事前分布とする． 
|A|は行列 A の行列式を表す記号と
し,D2hn を hn(θ)のヘッセ行列を漸近的な
モード̂で評価したものとする．同様に
して，他の関数についても，漸近的なモ
ードで評価したものは， ̂を省いた形で



表すことにする．記号の簡略化のため，
Cn={(n/2)(Dhn)’(D2hn)-1 Dhn} と し ，
α*=min{2α,4α-1,6α-2,α+1,2}とする． 
̂を Op(n-α)(ただし α≧1/2)の漸近的なモ
ードとするとき, ある正則条件の下で，
以下の展開式を導出した． 

 
ここで a1,n, a2,n, a3,n, a4,n は Op(1)の項で
あり， a1,n, a2,n, a3,n の具体的な形は
Miyata[1]で与えられている．結果的には
ベイズ型情報量規準を導出の妥当性の観
点からは，必ずしも最尤推定量を用いな
くてもよいことが確認された． 
 

(2) オーダーOp(n-α)(ただし α≧1/2)の漸近的
なモードの構築方法を明らかにした． 
具体的には，収束レートが Op(n-α)の推定
量 ( 即ち nα( ̂ -θ)=Op(1)) はオーダ ー
Op(n-min(α,1/2))(ただしα≧1/2)の漸近的なモ
ードとなることを明らかにした．またオ
ーダーOp(n-1), Op(n-2)の漸近的なモードを
構築するためのいくつかの方法を明らか
にした．特に真の値 θ0に対するルート n
一致推定量からの-hn(θ)最大化のための
ワンステップ推定量はオーダーOp(n-1)の
漸近的なモードとなることを明らかにし
た．この理論の詳細は，Miyata [1]，宮田
[2]で与えられている．またこの[1], [2]の
研究結果を利用することにより，ベイズ
推定量などの事後平均に対して閉じた形
の完全指数型近似（詳しくは Tierney and 
Kadane 1986 を参照のこと）を与えること
ができた． 
 

(3) GARCH モデル, 一般化線形モデルにおい
て研究成果(1)で与えた漸近展開の妥当
性を保証するための正則条件を満たすこ
とを確認した. 特に GARCH モデルにおい
ては，Kristensen and Linton (2006)の
閉じた形で表すことができる推定量から
のワンステップ推定量がオーダーOp(n-1)
の漸近的なモードとなり，これを用いて
周辺尤度に対するラプラス近似が可能で
あることが明らかになった． 
 

(4) 実際のデータに対して統計モデルの選択
を行う場合には，候補となる統計モデル
は全て誤特定された(misspecified)され
たと見るべきであることが知られている．
今回の研究により，Lv and Liu (2014)
の条件に事前分布の連続性に関する条件
を加えることで，誤特定された一般化線
形モデルの周辺尤度に対するラプラス近

似を厳密に導出することが可能であるこ
とを示した．詳しくは Miyata[3]で与え
られている．またそれにより得られた高
次の導出項を含めたベイズ型情報量規準
を提案し，一致性が成り立つための条件
を確認し，およびシミュレーションを行
うことによりそのパフォーマンスを確認
した. 注意すべき点としては，あるガウ
ス事前分布を用いて高次の項を含むベイ
ズ型情報量規準を用いた場合，Schwarz
の BIC の持つ真のモデル，もしくは真の
モデルに最も近いモデルよりも小さいモ
デル（即ちパラメーター数が少ないモデ
ル）を選んでしまう弱点を改善している
ことが確認された． 
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