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研究成果の概要（和文）：本研究の目的はグラフのallianceの性質を調べることである。特に、最小な頂点数を持つal
lianceの頂点数の上限に興味がある。今までにも一般のグラフに対するdefensive allianceやoffensive allianceの研
究が行われていた。本研究では、グラフを限定することにより上限を改善したり、また頂点の帰属を定めるallianceと
いう新しい概念も導入し、様々な性質を調べた。さらに、これらのallianceを構築するアルゴリズムも考案した。

研究成果の概要（英文）：We extend the notion of a defensive alliance to it with proscribed and prescribed 
vertices. We proved some upper bounds of order of a defensive alliance for any pair of a graph, and proscr
ibed and prescribed vertices. If a graph is a tree, then we obtain a new upper bounds of order for a defen
sive alliance with prescribed vertex. Moreover, if a graph is a tree other than a path, then we obtain a n
ew upper bounds of order for an offensive alliance.
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１．研究開始当初の背景 
数学の分野でグラフの allianceに関する研究
が行われていた。特に、defensive alliance
の 概 念 は 情 報 の 分 野 に お け る web 
communities と呼ばれる概念と同値なもの
なので、興味を持つ研究者が多くいた。グラ
フの defensive allianceや offensive alliance
に関する基本的な性質を調べる研究が行わ
れていた。 
 
２．研究の目的 
（１）一般的なグラフにおける allianceの頂
点数の上限を求める研究が行われていたの
で、限定したグラフにおける allianceの頂点
数の上限を調べる。 
 
（２）グラフの頂点は人や国、webサイトな
どとして考えられるので、特定の頂点を含む、
または、含まない defensive allianceの性質
を調べる。 
 
（３）グラフの allianceを構成するアルゴリ
ズムを考案する。 
 
３．研究の方法 
（１）計算機実験により頂点数が小さいグラ
フに対しては数え上げを行い、alliance の性
質を調べる。 
 
（２）セミナーに積極的に参加し、発表・意
見交換を行う。 
 
４．研究成果 
 
（１）一般のグラフにおいて指定した頂点を
含む、または含まない defensive alliance
に関する研究。G=(V, E)をグラフとし、V, E 
をそれぞれ頂点集合、辺集合とする。頂点集
合SがGのdefensive alliance であるとは、
空でない頂点集合 S⊂Vに対して、 
 
∀x∈S, |N(x)∩S|+1≧|N(x)∩(V-S)| 
 
を満たす Sのことをいう。N(x)は頂点 xの近
傍を表す。defensive alliance に含まれる指
定した頂点集合を K とし、 defensive 
alliance に含まれない指定した頂点集合を
M と記す。従って、ここで考える defensive 
alliance S は、K⊂S⊂(V-M)という条件を満
たす。また、頂点数が最小である defensive 
alliance を mda と呼ぶ。 
 
①任意のグラフにおいてdefensive alliance
は存在する。しかし、K, M の存在により、
defensive allianceが存在しない場合も考え
られる。従って、どのような(K, M)の組に対
して defensive alliance が存在するかどう
かを考察しなければならない。本研究では、
組(G, K, M)に対して、defensive alliance
が存在するための必要十分条件を証明した。

また、与えられた組(G, K, M)から defensive 
alliance を構成するアルゴリズムも考案し
た。 
 
②Fricke ら(2003)により、一般の n頂点グラ
フにおける mdaの頂点数の上限は n/2の切り
上げであることが示されている。この結果か
ら、頂点を指定した場合の mda の頂点数の上
限は、n/2 + |K|/2 の切り上げであることが
予想される。この予想を確かめるため以下の
実験を行った。 
G を 7 頂点以下の任意な連結グラフとする。
すべての組(G, K, M)に対して mda の頂点数
を調べた。その結果、ある 7頂点グラフに対
して予想に反する組(K, M)が存在することが
分かった。しかし、いくつかの場合について
は上限の証明ができた。(i)|M|≧2 の時は、
n-|M|、(ii)|K|≧(n-1)/2 の切り上げ、かつ、
|M|=1 の時は、n-|M|、(iii)|K|=n の時は、n、
(iv)|K|=n-1、かつ、|M|=0 の時は、n-1、で
ある。残りのまだ証明できていない場合につ
いては、以下の予想を立てている。
(i)|K|<(n-1)/2 の切り上げ、かつ、|M|=1 の
時、(n+|K|+|M|)/2 の切り上げ、(ii)1≦|K|
≦n-2、かつ、|M|=0 の時、(n+|K|+|M|)/2 の
切り上げ、である。 
 
③グラフの mda を求める問題は、整数計画問
題として定式化することにより、実験を行っ
た。defensive allianceの条件を満たしつつ、
頂点数を最小化する問題である。これにより
汎用ソルバーが使用可能となる。実験は上記
で述べたものだけでなく、8～50 頂点連結グ
ラフと|K|=2, |M|=1を満たすものをランダム
に 10 組発生させ、mda を 1つ求める平均時間
と全列挙にかかる平均時間を調べた。ここで
いう、全列挙にかかる時間とは、mda を 1 つ
求めた後に要した時間のことである。その結
果、例えば 50 頂点グラフにおいて mda を 1
つ求めるのには100秒ほどかかっているのに
対して、その後の全列挙には 1秒ほどしかか
かっていなことが分かった。この結果から、
mda のを 1 つ求める時間を改善することが
mda の全列挙に対してもかなり効果的である
ことが分かる。そこで、この整数計画問題を
連続緩和することにより、mda の頂点数の下
界値をもとめる問題として定式化しなおし
た。その結果、ある 50 頂点グラフに対して、
mda を 1 つ求めるのにかかる時間を 1 秒ほど
まで減らすことができた。また、下界値を求
める時間は 0.1 秒ほどなので、全体として大
幅な改善が出来たといえる。 
上記で述べた実験結果はMathematicaを用い
た場合だが、lp_solve を使用すれば最初の整
数計画問題は 50 頂点の場合、1/10000 の時間
で mda を 1つ求めらる。 
 
④この頂点を指定した defensive alliance
の研究はまだ誰も行っていなかったので、今
後、この研究を元にたくさんの広がりが期待



される。 
 
（２）木において 1つの指定した頂点を含む
defensive allianceの頂点数の上限を求める
研究。木とはサイクルを含まないグラフのこ
とである。 
①グラフを木に限定することにより、mda の
頂点数の上限が得られた。この場合の上限は
(|V1|+1)/2 の切り上げ、であることが分かっ
た。ここで V1は木における次数 1の頂点（葉）
の集合を表す。また、この条件が等号で成立
するための必要十分条件は木が spider であ
る、ということも分かった。spider とは次数
3 以上の頂点を高々1 つしか持たない木のこ
とである。 
 
②木における指定した頂点を含むアルゴリ
ズムを 2 種類考案した。1 つ目のアルゴリズ
ムは、指定した頂点を根として扱い、子の選
び方として、子が根となる部分木を考えたと
き、葉の数が最小になるように子を選んでい
く方法である。2 つ目のアルゴリズムは、葉
から順番に頂点を選び、最終的に根を選択す
る方法である。選び方は、その頂点を選んだ
ら加えなければならない葉までの頂点数を
数えておき、その数が小さい頂点を選ぶ、と
いう方法である。どちらのアルゴリズムでも
定理を証明することができる。 
 
（３）木において offensive alliance の頂
点数の上限を求める研究。頂点集合 Sが Gの
offensive alliance であるとは、空でない
頂点集合 S⊂Vに対して、 
 
∀x∈∂S, |N(x)∩S|>|N(x)∩(V-S)| 
 
を満たすSのことをいう。∂S=N(S)-Sであり、
S の境界と呼ぶ。また、頂点数が最小である
offensive alliance を moa と呼ぶ。 
 
①Favaron(2004)らの研究により一般の n 頂
点グラフにおけるmoaの頂点数の上限は2n/3
の切り下げ、であることは分かっていた。グ
ラフを木に限定すると木が道の場合にmoaの
頂点数の上限であるn/2の切り下げで等号が
成立することも示されていた。しかし、グラ
フが道以外の木である場合に関しては何も
言及されていなかったので、この場合に関す
る moa の頂点数の上限を調べた。その結果、
グラフが道以外の木であるならば、moa の頂
点数の上限は 3n/8 + 9/8 であることが分か
った。 
 
②定理の条件を満たすアルゴリズムを考案
することができた。 
 
③今後は defensive alliance の場合と同様
に指定した頂点を含む、または含まない
offensive allianceの性質を調べる問題に取
り組みたいと考えている。 
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