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研究成果の概要（和文）：2008年の論文で小関氏と代表者は，ハミルトン閉路が存在するための「位数，連結度，独立
数を含んだ次数和条件」に関して，次数の和をとる頂点数を2頂点，3頂点，4頂点としたとき，その最良の下限は，公
差が"独立数-1"の等差数列をなすという規則性を発見した．この規則性は５頂点以上の次数和条件に関しても成立する
のではないかと予想した．さらに，ハミルトン閉路の一般化である「指定された長さ以上の閉路」に対しても同様な規
則性があるのではないかと予想した．これら2つの予想に関して，ハミルトン閉路に関する予想は正しいことを示し，
指定された長さ以上の閉路に関しては4頂点次数和条件に対して予想が正しいことを示した．

研究成果の概要（英文）：In 2008, Ozeki and I discovered a rule of a degree sum condition with the order, 
the connectivity and the independence number of a graph for the existence of a hamiltonian cycle. The 
rule is that the lower bound on the degree condition is an arithmetic progression with common difference 
of ``the independence number - 1''.
We proved that the rule holds for degree sum condition of two, three or four vertices, and conjectured 
the rule holds for degree sum condition of at least five vertices. Moreover, we posed a similar 
conjecture for the circumference. For these two conjectures, we settled the conjecture on hamiltonicity, 
and the conjecture on circumference for a degree sum condition of four vertices.

研究分野：グラフ理論
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１．研究開始当初の背景 
 
 グラフとは，頂点集合と呼ばれる有限集合
と辺集合と呼ばれる頂点集合の２元部分集
合からなる組である． 
 コンピュータネットワークをグラフとみ
なすとき，ハミルトン閉路（すべての頂点を
含む閉路）はネットワークにおける効率的な
巡回診断経路とみなせる．また，全域木（す
べての頂点を含む木）はネットワーク構築に
重要な概念である．そのため，閉路や木構造
に関する研究はグラフ理論において中心話
題であり研究も盛んである． 
 あるグラフに対してハミルトン閉路や「あ
る種の性質を持った全域木」が存在するか否
かを判定することは難しく，非自明な必要十
分条件は知られていない．そのため，閉路お
よび木構造が存在するための十分条件に関
する研究が盛んに行われている．その条件と
して，位数（頂点数），次数和，連結度，独
立数の４つの不変量が重要であることが知
られている． 
 
(１) ２００８年の論文で，小関健太氏（国
立情報学研究所）と代表者は，ハミルトン閉
路およびハミルトン閉路の一般化である「指
定された頂点集合を含む閉路」が存在するた
めの「位数，連結度，独立数を含んだ次数和
条件」に関して，次数の和をとる頂点数を２
頂点，３頂点，４頂点としたとき，その最良
の下限は，公差が"独立数−１"の等差数列をな
すという規則性を発見した．この規則性は５
頂点以上の次数和条件に関しても成立する
のではないかと予想した．さらに，ハミルト
ン閉路の一般化である「指定された長さ以上
の閉路」に対しても同様な規則性があるので
はないかと予想した． 
 
(２) ２００９−２０１０年度の科研費研究
（若手研究（B）「閉路問題の次数和条件につ
いて」）において，津垣正男氏（東京理科大
学）と千葉周也氏（熊本大学）と藤沢潤（慶
應義塾大学）と代表者は，２部グラフにおけ
る「指定された長さ以上の閉路」が存在する
ための次数和条件が与えた．さらに，岡村治
子氏（元・甲南大学）と代表者は，２部グラ
フにおける「指定された頂点集合を含む閉
路」が存在するための次数和条件が与えた．
これらの次数和条件には，一般のグラフにお
いて見られたような類似性が見られなかっ
た．  
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は，グラフが閉路や木構造を
部分構造としてもつための条件はどのよう
な不変量のどのような関係式が本質的であ
るかを決定することである．そのために，そ
れらの条件間における規則性や類似性の存

在について調査を行う． 
 具体的には，「研究開始当初の背景」欄（１）
で述べた規則性に関する予想が正しいかど
うかを調査する．さらに，「研究開始当初の
背景」欄（２）で述べた類似性に関して，ハ
ミルトン道の一般化である「葉数が制限され
た全域木」やハミルトン連結の一般化である
「指定された頂点集合を葉とする全域木」が
存在するための次数和条件を調査する． こ
れらの研究はハミルトン閉路問題にも深く
関係している． 
 
 
３．研究の方法 
 
「研究の目的」欄で述べた研究に対して，各
研究内容に適した研究者数人と以下のよう
なグループを作り，科研研究に参画してもら
った． 
（１）規則性に関する予想に関しては，津垣
氏と千葉氏と「指定された長さ以上の閉路」
に対して研究を行い，その後，千葉氏，古谷
倫貴氏（北里大学），小関氏，津垣氏と研究
を行った．どちらの研究に関しても，まず初
めに代表者が大まかな証明方針を考え，メー
ルでやり取りして意見交換を繰り返し，ゼミ
形式で議論を重ね，証明の詳細を詰めていっ
た． 
（２）類似性に関する研究に関しては，研究
を進めていく中で，「葉数が制限された全域
木」や「指定された頂点集合を葉とする全域
木」に関する結果は，「指定された辺集合の
辺を含む複数の閉路」や「指定された頂点集
合の頂点同士を結ぶ複数の道」に関する結果
から導かれることが分かった．そこで，当初
の研究計画を少し修正し，複数の閉路や複数
の道の研究を行うことにした．「指定された
辺集合の辺を含む複数の閉路」に関する研究
を行う前に，千葉氏と「指定された頂点集合
の頂点を含む複数の閉路」に関する研究を行
った．また，津垣氏と 松原良太氏（芝浦工
業大学）と松村初氏（茨城大学）と，一般の
グラフおよび２部グラフにおける「指定され
た頂点集合の頂点同士を結ぶ複数の道」に関
する研究を行った． 
 
 
４．研究成果 
 
（１）規則性に関する予想に関して，次の２
つの研究成果を得た． 
 
①「指定された長さ以上の閉路」が存在する
ための４頂点次数和条件に関する研究を，津
垣氏と千葉氏と行い，論文としてまとめ投稿
した．この次数和条件は，ハミルトン閉路の
４頂点次数和条件の下限と一致する．ハミル
トン閉路と同様の等差数列の規則性がある
可能性が大きいことがわかった． 
 



②「ハミルトン閉路が存在するための次数和
条件に関する予想」に関して，千葉氏，古谷
氏，小関氏，津垣氏の協力を得て，５頂点以
上すべての次数和条件に対して予想が正し
いことを示し，論文としてまとめ投稿した．  
 
 これらの結果から，次数和条件に現れる不
変量の関係式における規則性が明らかにな
った．さらに，「指定された頂点を通る閉路」
に対しても同様な規則性があることが予想
されるが，現在の証明はとても複雑で，この
予想の解決は難しい状況にある．ハミルトン
閉路における証明を精査して，規則性の原因
解明とともに，簡略化することが今後の課題
である．  
 
 
（２）類似性に関する研究に関して，次の２
つの研究成果を得た． 
 
① 指定された頂点集合の頂点をちょうど１
頂点ずつ含む閉路でグラフを分割するため
の次数和条件に関する研究を千葉氏と行い，
論文としてまとめ投稿した．この研究過程に
おいて，「閉路が存在するために必要な次数
和条件」と「閉路が指定された頂点を含むた
めに必要な次数和条件」を明確にすることが
できた． 
 
②一般のグラフおよび２部グラフにおける
指定された頂点集合の頂点同士を結ぶ複数
の道でグラフを分割するための次数和条件
に関する研究を，津垣氏と松原氏と松村氏と
行い，論文としてまとめ投稿した．これらの
証明において，「指定された辺を通るハミル
トン閉路が存在するための次数和条件に関
する定理」を用いている．一般のグラフとは
異なり，２部グラフに対しては，この定理を
使うと最良の次数和条件を得ることはでき
ないことがわかった．  
 
（３）上記の（２）②の研究を行う際，定理
間の関係性に注目することで，新しい結果を
得た．そこで，定理の関係性について以下の
研究を行った． 
 
「葉数が制限された全域木が存在するため
の次数和条件に関する定理」が,「指定され
た長さ以上の閉路が存在するための次数和
条件に関する定理」や「指定された個数の閉
路が存在するための次数和条件に関する定
理」の系として導くことができることを示し，
論文としてまとめ投稿した．さらに,「指定
された２つの頂点集合を結ぶ点素な複数の
道が存在するための次数和条件に関する定
理」が,「有向グラフの有向ハミルトン閉路
が存在するための次数和条件に関する定理」
から導かれることを示した．今後はこのよう
な関係性に関する研究が閉路研究の中心話
題となると考える． 
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