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研究成果の概要（和文）：1. 統計力学，とくに界面モデルの解析で重要なBrascamp-Lieb不等式について，確率解析を
用いた簡明な証明を与えるとともに，その手法を応用して誤差評価および非凸なポテンシャルをもつ場合への拡張を導
いた．
2. ベッセル過程の到達時刻がもつ末尾確率の漸近評価の主要項を，確率測度の列の弱収束に基づく直接的な手法によ
り再現した．また，誤差項の精密な漸近評価を導いた．
3. 特異なポテンシャルをもつファインマン・カッツ型の期待値が発散する十分条件を，ブラウン運動の場合，対称安
定過程の場合，ブラウン運動の場合であって半空間の境界に特異ポテンシャルをもつ場合，の三つの場合に明示的に与
えた．

研究成果の概要（英文）：1. The Brascamp-Lieb inequality has importance in statistical mechanics, such as 
in the analysis of interface models. We give a simple proof of the inequality based on stochastic 
analysis; as an application of our method, also derived are error estimates of the inequality and its 
extensions to nonconvex potentials.
2. We recover the principle terms in asymptotic estimates for tail probabilities of first hitting times 
of Bessel process in a relatively simple manner based on the weak convergence of probability measures; 
sharp asymptotics of remainder terms are also derived.
3. We clarify sufficient conditions for expectations of the Feynman-Kac type with singular potentials to 
diverge in the following three cases: Brownian motion, symmetric stable process, and Brownian motion in 
the half-space with singular potentials on the boundary.

研究分野： 確率論

キーワード： 確率解析
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１．研究開始当初の背景 
(1) P. Baras と J.A. Goldstein は参考文献[1]
の論文において，ユークリッドノルムの負べ
きにより与えられる特異ポテンシャルをも
つ熱方程式に対する解の存在・非存在(爆発)
を考察した．また，石毛，石渡両氏は[2]にお
いて，方程式の定義される半空間領域の内部
では通常の熱方程式に従い，領域の境界上で
負べきの特異ポテンシャル項をもつ方程式
に対して同様の問題を議論した．通常の熱方
程式の解は，いわゆる Feynman-Kac の公式
により Brown 運動の期待値を用いた表示を
もつ(下記「研究の目的」欄参照)．また，[2]
で扱われた，半空間の境界上でポテンシャル
項をもつ熱方程式に対しても Feynman-Kac
型の解の表示が成立することを前年度まで
の研究で筆者は見出していた．従って，それ
らの確率論的表示を用いて対応する熱方程
式の解の存在・非存在を議論し，また Brown
運動を他の確率過程に置き換えて同様の考
察を行うことは自然な問題意識であると思
われる． 
 
(2) 統計力学，とくに∇φ界面モデルの解析
で重要な道具の一つに，凸不等式の一種であ
る Brascamp-Lieb のモーメント不等式があ
る．この不等式を用いることによって，界面
モデルが真に凸のポテンシャルをもつ場合
に，対応する有限体積の Gibbs 測度の族の緊
密性や，境界条件に勾配を与えたときの界面
の表面張力が勾配に関して真に凸の関数と
なること等が導かれる．後者の真の凸性は，
スケール変換を施した界面が従う大偏差原
理の証明に重要である．近年，ポテンシャル
が凸とは限らない場合に界面モデルの解析
が盛んに行われるようになった(例えば[3]，
[4])．そのため，Brascamp-Lieb の不等式に
ついてその成立のためのポテンシャルの条
件を精査し，また，より詳細な評価を導くこ
とは意義あることと思われる． 
 
２．研究の目的 
確率論や偏微分方程式論における主要な研
究対象の一つに，物体内における熱の伝導を
記述する熱方程式がある．この方程式の解は，
熱核と呼ばれる積分核に初期時刻での熱の
分布を表す関数を乗じたものの空間変数に
関する積分形で表現される．従って，熱核の
性質を詳しく知ることは，対応する方程式の
解の性質を調べる上で重要となる．熱核は，
存在するならば Feynman-Kac の公式により
Brown 運動の汎関数の期待値を用いた確率
論的表示をもつ．本研究の主たる目的は，熱
核の長時間挙動に対し，その主要項の導出と
剰余項の漸近評価を熱核の Feynman-Kac 表
現に基づく確率論的手法により行うことで
ある．あわせて，Brascamp-Lieb 型の凸不等
式の拡張を行うことも目的とする．なお
Brown 運動は，その空間次元が 1 の場合，実
軸上の∇φ界面モデルであってポテンシャ

ルが 2次関数により与えられるものの連続極
限とみなすことができる． 
 
３．研究の方法 
(1) 上記「研究開始当初の背景」欄に述べた
Brascamp-Lieb のモーメント不等式について，
Skorokhod の埋め込みと確率解析を組み合わ
せたその簡明な証明を与えた(下記「主な発
表論文等」欄の雑誌論文②)．Skorokhod の埋
め込みとは，与えられた 1 次元確率分布を 1
次元 Brown運動への停止時刻の代入により実
現するものであり，1960 年代初めの A.V. 
Skorokhod による問題の提唱までさかのぼる
ことができる．それ以来様々な埋め込みの構
成がなされており，本研究では Bass による
埋め込みの実現法[5]を用いた． 
 
(2) 濱名，松本両氏により近年得られた
Bessel 過程の到達時刻に関する末尾確率の
漸近評価[6]について，確率測度の列の弱収
束に基づくより直接的な手法を用いてその
主要項を再現するとともに，同様の方法によ
って Bessel 過程がその最小値を達成する時
刻の末尾確率や関連する期待値の漸近挙動
を導出した．また，濱名-松本[6]とは異なる
議論により誤差項の具体的な漸近挙動を明
らかにした(下記の雑誌論文①)． 
 
(3) Baras-Goldstein の結果[1]を動機に，長
谷川氏との共同研究として, 特異ポテンシ
ャルをもつFeynman-Kac型の期待値が発散す
る十分条件を，(a) Brown 運動の場合，(b) 対
称安定過程の場合，(c) Brown 運動の場合で
あって半空間において境界条件に特異ポテ
ンシャルをもつ場合，の三つの場合に明示的
に与えた[7]．Feynman-Kac の公式により，こ
れらの期待値の発散は，それぞれに対応する
偏微分方程式の解の爆発に相当する． 
 
４．研究成果 
上記「研究の方法」欄のそれぞれの項目に対
応する研究成果は以下の通りとなる：   
 
(1) ポテンシャルが凸のとき，Bass による埋
め込みによって構成される停止時刻は有界
となることが証明できる．その有界性と劣マ
ルチンゲールに対する任意抽出定理を用い
ることによりBrascamp-Liebの不等式の簡明
な証明を得た．また，確率解析における伊藤
-田中の公式を用いることにより，この手法
の応用として分散による誤差評価を得るこ
とができた．この結果は筆者の知る限りこれ
まで発見されなかった新たなタイプの不等
式であり，Brascamp と Lieb によるオリジナ
ルの証明法も含めて，従来の手法ではこのよ
うな誤差評価を得ることは困難であると考
えられる．また，本手法のもう一つの応用と
して，空間次元が 1の場合に，ある種の非凸
な ポ テ ン シ ャ ル を も つ 場 合 へ の
Brascamp-Lieb の不等式の拡張を導いた． 



 
(2) Bessel過程はその次元が正の整数の場合，
対応する空間次元のBrown運動の動径として
実現される．それゆえ Bessel 過程は確率論
においてBrown運動と並ぶ基本的かつ重要な
研究対象である．本項目の研究成果は，多次
元Brown運動の非極コンパクト集合への到達
時刻の末尾分布がもつ漸近挙動を調べた M. 
van den Berg の 2007 年の結果[8]を，コンパ
クト集合が球であって次元が非整数の場合
に補完する．なお Bessel 過程の次元が正の
整数のとき，本研究は，対応する次元のユー
クリッド空間において原点中心の球を除い
た領域上の Dirichlet 境界条件付き(つまり
境界上で絶対零度とする)熱方程式がもつ熱
核の，空間変数に関する積分量の漸近挙動を
詳細に調べることに相当するものである． 
 
(3) 本項目の研究成果は，対応する偏微分方
程式(上記の(b)の場合，通常の Laplace 作用
素は分数べきのものとなる)の解の存在と非
存在を分ける臨界定数の評価を与える．
Baras-Goldstein [1]，そして石毛-石渡[2]
の研究結果より，臨界定数は関連する Hardy
の不等式に現れる最良定数に一致すること
が推測される．本研究では，確率論的にこの
最良定数を再現するには至らなかったもの
の，上記の(a)，(b)，(c)いずれの場合にお
いても，得られた評価は空間の次元を無限大
とする際の漸近挙動が最良定数のそれと一
致するものである．この漸近的に最良の定数
は，Baras-Goldstein の評価法を改良し，ま
た(b)と(c)のそれぞれの場合への拡張を行
う こ と に よ り 得 ら れ る ． な お か つ
Baras-Goldstein の結果と同様に，ポテンシ
ャルとしてべき乗型のものを含むより一般
的な枠組みで非可積分性，すなわち解の爆発
を論じることが可能となった．あわせて，(c)
の場合の解の Feynman-Kac 表現について，そ
の時間パラメータに関する Laplace 変換が，
(b)における指数 1 の対称安定過程の場合に
対応するFeynman-Kac型表現をもつことを明
らかにした．本研究成果は学術誌に投稿中で
あり，その詳細は下記参考文献[7]内に記載
の URL において閲覧可能である． 
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