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研究成果の概要（和文）：本研究では，粘性ハミルトン・ヤコビ方程式と呼ばれる非線形偏微分方程式とそれに付随す
る確率最適制御問題について考察した．具体的には，実数パラメータを持つ粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の族に対し
て，パラメータのある臨界値付近で方程式の解の無限遠方における漸近挙動が急激に変化することを明らかにした．ま
た，対応する最適制御問題に対する最適軌道の再帰性・過渡性は臨界値を境に反転することを示した．さらに，この現
象は方程式の非線形項の増大度に大きく依存することを示した．

研究成果の概要（英文）：In this research, we studied viscous Hamilton-Jacobi equations, a class of 
nonlinear partial differential equations, and associated stochastic optimal control problems. More 
specifically, for a family of viscous Hamilton-Jacobi equations with real parameter, we showed that the 
asymptotic behavior, at infinity, of solutions changes drastically in the vicinity of a certain critical 
point of parameter. Furthermore, we also proved that the recurrence/transience of the optimal trajectory 
for the associated stochastic optimal control problem also changes at this critical point, and that this 
phenomenon relies heavily on the choice of nonlinearity in gradient of the equation.

研究分野： 確率論

キーワード： 確率最適制御
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１．研究開始当初の背景 
粘性ハミルトン・ヤコビ方程式に対する漸近
問題については，これまでにも様々な研究が
なされてきたが，極限方程式の解の一意性を
前提とした議論が主流だったように思われ
る．しかしながら，粘性消滅型の特異摂動問
題など，興味ある極限方程式の多くは粘性解
の意味で一意性が成り立たず，この種の漸近
問題を考察するためには既存の枠組みを超
えた新しいアプローチが必要になる．特に，
特異摂動問題に関しては幾つかの示唆的な
研究がある以外は先行研究が見当たらず，現
在でも良く理解されているとは言い難い． 
 
２．研究の目的 
粘性消滅型の特異摂動問題を含む漸近問題
全般を考察の対象とし，極限方程式に一意性
がない場合の解の漸近挙動を解明すること
を最終目標とする．そのために，これらの問
題に対する粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の
解の諸性質を調べる．さらに，解の収束スピ
ードも含む精密な漸近評価を得ることも目
指す． 
 
３．研究の方法 
粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の解の解析的
な性質と，方程式に付随する確率最適制御問
題の確率論的な諸性質を組み合わせた議論
を用いる． 
 
４．研究成果 
平成２４年度は，粘性ハミルトン・ヤコビ方
程式に対する臨界性理論を扱った．考察の対
象となるのはエルゴード型粘性ハミルトン・
ヤコビ方程式と呼ばれる非線形固有値問題で
ある．本研究において，実数パラメータを持
つ粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の族を考え，
パラメータの値によって方程式の解の性質，
特に空間遠方での解の増大度が大きく変化す
ることを示した．具体的には，ある閾値が存
在して，パラメータがこの閾値を超えるとき
解は 1 次の増大度を持ち，この閾値以下のと
きは高々対数関数の増大度を持つことを証明
した．さらに，対応するエルゴード型確率制
御問題に関して，上で求めた閾値の前後で最
適制御過程の再帰性・過渡性が変化すること
を証明した．証明には確率版リヤプノフの方
法を用いた．解の増大度の評価と方程式の凸
構造をうまく利用することで，再帰性の判定
に有用なリヤプノフ関数を具体的に構成する
ことができた．ここで扱った方程式に含まれ
る実数パラメータを限りなく大きくしたとき
の極限を考えることで，本質的には粘性消滅
型の特異摂動の問題が現れることに注意する． 
平成２５年度は，粘性ハミルトン・ヤコビ方
程式の一般化主固有値について研究し，それ
をもとにして平成２４年度に考察した粘性
ハミルトン・ヤコビ方程式に対する臨界性理
論の一般化を試みた．一般化主固有値に関し
ては，確率最適制御問題に付随して現れるエ

ルゴード型粘性ハミルトン・ヤコビ方程式に
対して一般化主固有値の概念を新たに定義
し，この値が確率最適制御問題の最適値と一
致するための必要十分条件を求めた．方程式
の線形性や関数解析的手法による結果を全
く利用しない確率制御論的方法を用いたた
め，得られた結果は線形方程式だけでなく最
適制御論的に重要な非線形方程式も統一的
に扱うことができるようになった．上記の結
果を踏まえ，実数パラメータを持つエルゴー
ド型粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の族に対
して，一般化主固有値およびそれに付随する
固有関数の空間遠方での解の増大度がパラ
メータの値によって大きく変化することを
示した．平成２４年度の研究では，方程式の
非線形項がちょうど2次増大の場合のみを考
察したが，平成２５年度の研究成果により方
程式は必ずしも2次増大でなく一般に優線形
であればよいことがわかった．さらに，非線
形項の増大度に応じて方程式の定性的性質
や最適制御過程の再帰性が決定的に異なる
ような具体例を空間2次元の場合に構成する
ことができた． 
平成２６年度では，これまでに考察した粘性
ハミルトン・ヤコビ方程式に対する臨界性理
論の離散版について研究した．具体的には，
長時間平均型の評価関数を持つ離散時間の
マルコフ決定過程を考え，評価関数の中に組
み込まれた実数パラメータを変化させると
き，最適値や最適制御に関してある種の相転
移現象が起こることを示した．評価関数が特
別な形の場合には，上記の問題は統計物理に
由来する離散型homopolymerモデルと一致す
る．平成２６年度の研究成果として以下の結
果を得た．まず，最適化問題の最適値が，対
応する最適性方程式の一般化固有値と一致
することを示した．次に，最適性方程式の一
般化固有関数を用いて最適化問題の最適フ
ィードバック制御を具体的に構成した．さら
に，問題中の実数パラメータにはある臨界値
が存在し，その値の前後で最適軌道の長時間
挙動(再帰性・過渡性)が変化することを示し
た．平成２５年度以前ではこれらの問題に対
する連続モデルを考察したが，平成２６年度
の研究により離散型モデルについてもある
程度一般的な状況下で類似の結果が得られ
ることがわかった．さらに，連続モデルの場
合では得られていなかった臨界値に関する
評価式も得ることができた．研究期間全体を
通して，粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の特
異摂動問題およびそれに関連する漸近問題
についての基礎的な成果を得ることができ
た．一方で，粘性消滅型の特異摂動問題に対
しては，完全に解明できたとは言い難い．こ
れについては今後の継続課題とする． 
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