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研究成果の概要（和文）：本研究では, 圧縮性粘性流体の様々なモデル方程式を包括するような一般的な対称双
曲・放物型連立偏微分方程式系を研究対象とし, 境界層解と呼ばれる定常解の存在性及び漸近安定性に関する数
学的証明を与えた. 特に境界層解の存在性に関しては, 定常問題に関わる平衡点近傍の局所安定多様体の次元が
負の特性速度の個数によって表現されることを発見した. また関連する対称放物型連立系に現れる縮退境界層解
の代数的時間漸近率に関して, 空間重み指数の臨界値が 5 であることを示した. この値は単独粘性保存則に対
する結果を鑑みると最適であると考えられる.

研究成果の概要（英文）：In the present research, we consider existence and asymptotic stability of a
 boundary layer solution for general symmetric systems of hyperbolic and parabolic equations. For 
the existence of the boundary layer solution, we show that the dimension of a local stable manifold 
associated with the stationary problem is given by the number of the negative characteristic speeds.
 For the related symmetric system of parabolic equations, we obtain the algebraic convergence rate 
of solutions toward the degenerate boundary layer solution. We also show that the critical value of 
the weight exponent is equal to 5. Concerning the result for the scalar viscous conservation laws, 
the result obtained in the present research is seemed to be optimal.

研究分野： 数物系科学

キーワード： 解析学　偏微分方程式論　流体力学　圧縮性流体　漸近解析　エネルギー法　粘性保存則　境界層解
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1. 研究開始当初の背景

圧縮性粘性流体の運動を記述する偏微分方程式

系には様々な形のものが知られているが, いずれ

も対称な双曲・放物型連立系に分類されるような

非線形粘性保存則系で与えられる. その中でも全

空間領域における熱伝導圧縮性粘性流体のモデ

ル方程式に対しては, 定数状態の漸近安定性が松

村・西田 ([A6]) によりエネルギー法を用いて示

されている. 解の安定性を示す際に重要となる方

程式系の性質は消散構造であるが, 一般の対称双

曲・放物型連立系に対する消散構造の特徴付けは

1980 年代に主に川島等によって成された ([A1],

[A2], [A8], [A9]). すなわち与えられた方程式

系が安定性条件と呼ばれる条件を満たすならば,

解は熱核のように振る舞い, 時刻無限において定

数状態に収束する. 従って全空間における定数状

態の安定性問題は, 安定性条件の成立を調べるこ

とにより容易に解決出来るようになった.

一方半空間上の問題については, 解の境界面に

対する法線方向導関数の評価に困難さが伴うた

め, 安定性条件の成立を調べただけでは安定性を

得る為の解のアプリオリ評価を得ることは出来

ない. このような状況を受け, 松村・西田 ([A7])

は半空間領域での熱伝導モデルに対し, 技巧的な

エネルギー法を駆使することにより解のアプリ

オリ評価の導出に成功した. また半空間領域にお

いては, 無限遠方に与える定数状態と境界条件と

して与える境界値の関係に応じて様々な非線形

波が解の漸近形として現れることが松村 ([A5])

によって予想されており, その中でも等エントロ

ピーモデルに対する境界層解と呼ばれる定常波の

存在性と安定性が川島等 ([A4]) によって証明さ

れ, さらに熱伝導モデルに対しては研究代表者等

([A3]) によって証明された. これらの方程式系

は対称な双曲・放物型連立系の形で与えられるた

め, より一般的な連立系への拡張が待たれていた.
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2. 研究の目的

本研究の目的は, 圧縮性粘性流体のモデル方程

式系を包括するような一般的な対称双曲・放物型

連立系に対し, 半空間上での初期値境界値問題に

現れる境界層解の存在性・安定性に関する数学的

な証明を与えることにある.



(1) 境界層解の存在性 本研究の第一の目的は 1

次元半空間上における対称双曲放物型連立系に対

し, 境界層解の存在性を示すことである.

(2) 境界層解の漸近安定性 第二の目的として, 方

程式系に安定性条件の成立を仮定した上で境界層

解の時間的漸近安定性を証明する.

(3) 縮退境界層解への時間漸近率 さらなる目的

として, 特に一つの特性速度が 0 に縮退する状況

で現れる縮退境界層解について, 時間漸近率と重

み指数の臨界値について考察する.

3. 研究の方法

(1) 境界層解の存在性 考察対象である粘性的保

存則系に対して定常問題を考える. これまでの圧

縮性粘性流体のモデル方程式系に対する研究で

は, 定常問題の方程式系を積分することで 1階の

力学系へと帰着し, 平衡点周りのヤコビ行列の固

有値を計算することで解の存在性を示した. 本研

究での粘性的保存則系は流体のモデル方程式系を

一般化した形である為, 同様の手法により境界層

解の存在性を示すことが可能であった. 特に固有

値の一つが 0 となる縮退する場合においては, 局

所中心多様体が現れるため, 解の存在性を示すた

めには非線形項の評価導出が重要となる. そこで

非線形項のうち主要部となる 2次の項を精細に評

価し, 中心多様体定理を適用することにより縮退

境界層解の存在性を示した.

(2) 境界層解の漸近安定性 続いて (1) で存在性

を示した境界層解の漸近安定性を示した. 具体的

には境界層解からの摂動に対してエネルギー法を

適用し, ソボレフ空間での時間一様なアプリオリ

評価を導出することにより時間大域解の存在性及

び漸近安定性を示した. 空間が全空間となる問題

に対してはエネルギー法による評価の導出が確立

されているが, 本研究のような半空間上における

問題に対しては一般的には導関数の評価に困難を

伴う. そこで本研究では松村・西田 ([A6]) の手

法を発展させることで解及びその時間微分評価を

導出し, さらに川島等 ([A8], [A9]) による安定

性条件のもと, 双曲系に対応する解の消散的評価

を求めることにより, アプリオリ評価を導出した.

(3) 縮退境界層解への時間漸近率 方程式系の粘

性係数が正定値となる対称放物型連立系に対し,

特性速度の一つが 0 に縮退する場合に現れる縮

退境界層解の漸近安定性に関連して, 初期摂動に

空間方向の代数的減衰を仮定することにより時

間漸近率を算出した. 手法は時空間重み付きエネ

ルギー法による. さらに空間重み指数の臨界値が

5 となることを示すためにハーディ型不等式を用

いた.

4. 研究成果

以下に本研究で得られた研究成果についてまと

める. 以下の (1) 及び (2) に関する結果は研究

論文にまとめられ現在投稿中である. なお関連す

る線形化問題についての結果は論文 [B5] に, 結

果の概要をまとめた講演論文は [B2], [B3] に掲

載されている. また (3) の結果をまとめた論文は

[B1] に掲載されている.

(1) 境界層解の存在性 1次元半空間における対称

双曲・放物型連立系に現れる境界層解の存在性を

示すことに成功した. その際, 特性速度の符号が

負となる個数によって局所安定多様体の次元が決

定されることを発見した. この事実は過去のモデ

ル方程式系に対する研究結果とも合致するもので

あり, 様々な方程式系を包括するような方程式系

に対する境界層解の存在性を示す一般論の構築に

成功した. 特に特性速度の一つが 0 に縮退する場

合においては, 対応する特性速度場が真に非線形

となる条件が解の存在性を保証する本質的な条件

であることを発見した.

(2) 境界層解の漸近安定性 (1) で求めた境界層解

に対して, 初期摂動が十分小さいという仮定のも

とで時間漸近安定性を示した. 本結果により, こ

れまでの具体的な圧縮性粘性流体に対する結果を

包括するだけでなく, 熱伝導圧縮性非粘性流体な

どに対する未解決な問題にも応用可能な一般論の

構築に成功した.

(2) 縮退境界層解への時間漸近率 単独の粘性保

存則に現れる縮退境界層解への代数的時間漸近率

については, 川島・倉田 (’09) の結果により空間

重み指数の臨界値は 5 で与えられることが示さ

れていた. 一方で圧縮性流体のモデル方程式系に

対しては, その指数が 2(1 +
√
2) + 4.8 未満の場

合に漸近率が求められていたが, 臨界値が 5 にな

るかどうかは未解決のままであった. そこで本研

究では一般化した放物型連立系に対して同問題を

考察し, 空間重み指数の臨界値が 5 となることを



突き止めた. 本結果で用いた手法は圧縮性流体の

モデル方程式を包括する対称双曲・放物型連立系

にも応用可能であるため, 本研究により上記の未

解決問題は事実上解決したといえる.
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