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研究成果の概要（和文）：本研究では，当初の計画通り有限空間上のC*環に対する様々な結果を得ただけではな
く，研究開始当初では想像もしていなかったC*環の分類理論に関する幅広い結果を得ることにも成功した．有限
空間上のC*環に対する結果として，Cuntz-Krieger環のK理論的不変量に関する結果と，その応用としての「グラ
フ環の特徴づけ予想」の部分的解決や，単純でないグラフ環に対するK理論的不変量の実現問題の完全解決と，
単純でないグラフ環としてどのAF環が現れるかの決定に関する結果を得た．C*環の分類理論に関する幅広い結果
として，可分でないC*環の分類理論に関する結果や離散群から作られるC*環に関する結果を得た．

研究成果の概要（英文）：In this research, we got not only various results on C*-algebras over finite
 spaces as expected, but also wide results on classification theory of C*-algebras. The results on C
*-algebras over finite spaces include the one on K-theoretical invariants of Cuntz-Krieger algebras 
with the application to the conjecture of characterization of graph algebras, the complete solution 
to realization problem of K-theoretical invariants of non-simple graph algebras, and the result of 
determining which AF-algebras arise as non-simple graph algebras. The results on classification 
theory of C*-algebras include the ones on non-separable C*-algebras and on C*-algebras associated 
with discrete groups. 
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
C*環とは作用素環と呼ばれているものの一
種であり，量子力学や位相力学系をはじめと
する多くの物理的，数学的対象から自然と表
れる．このように，多くの異なった対象から
異なった手段で表れた C*環がいつ同じにな
るかということを問う分類理論は，作用素環
論において常に中心的な問題の一つである．
作用素環には C*環の他に von Neumann 環があ
り，分類理論という視点では von Neumann 環
論の方が C*環論に比べて発展している．von 
Neumann 環の分類で鍵となる事実は，因子環
と呼ばれる von Neumann 環を理解すれば一般
の von Neumann 環は直積分分解により理解で
きるという事実である．C*環論で因子環に対
応するのは単純 C*環である．単純 C*環の分
類理論はここ 30 年で大きく発展した．とこ
ろが，von Neumann 環論とは異なり C*環論で
は単純 C*環の分類が発展しても，それを単純
でない C*環の分類に応用しようとしたとき，
K 理論的，ホモロジー代数的，位相的困難に
起因する新たな問題が多く起きる． 
 
単純 C*環の分類理論の発展において，「良い
性質を満たすC*環はK理論的不変量で分類可
能である」というスローガンが重要であった．
単純 C*環に対して分類が完了している多く
のクラス（TAF 環，純無限 C*環など）では，
K理論的不変量は単に K_0 群（順序群として）
と K_1 群の組であった．これらの単純 C*環の
クラスに対してはどのような不変量が表れ
るかを決定する実現問題も解決している． 
 
単純でない C*環に対しては，この組だけでは
不十分である．最も自然な K理論的不変量の
候補は，イデアル，商などの K群及びそれら
の間の自然な写像全てを集めた対象である．
この対象は K-web と呼ばれている．ある限ら
れた状況では，この K-web が完全不変量とな
っていることが知られている一方，少し複雑
な状況では完全不変量ではないということ
も知られているという状況であった． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究が目指す究極的な目標は，「単純とは
限らない C*環の分類理論」を完成させること
である．上記のような研究開始当初の背景を
受け，まずは，単純とは限らない C*環のクラ
スに条件を課して限定することにより，K 理
論的，ホモロジー代数的，位相的困難に起因
する数々の困難に一つ一つ取組み乗り越え
ていくことで，究極的な目標に向かっていく．
また，K-web に代わる完全不変量となる K 理
論的不変量の探索や，それらの不変量に対す
る実現問題の解決も本研究の目的の一つで
ある． 
 

本研究で，主な対象とする単純とは限らない
C*環のクラスは，有限空間上の C*環とよばれ
るクラスである．これらの C*環に対して，い
くつかの条件下で分類理論を押し進めるこ
とを目標とする．具体的には，各状況下での
適切な K理論的不変量の発見，グラフ環など
の具体例を用いた不変量の実現，この不変量
を用いた有限空間上の純無限 C*環の分類な
どを目的とする．これら本研究の目的は次の
３つにまとめることができる． 
 
(１) 良い有限空間 Xに対して，K-web を拡張
した X上の C*環の不変量を提案し，それが純
無限などの良い性質を満たす C*環のクラス
に対して完全不変量となっていることを示
す． 
(２) (１)で挙げた X に対して，実次元 0 な
どの条件下で(１)で提案した不変量をより
簡単な不変量に置き換えることができるこ
とを示し，その不変量に対する実現問題を解
決する． 
(３) 実次元 0 グラフ環に対して半群を用い
た不変量を定義し，これが完全不変量である
ことを示す． 
 
ここで，(３)に表れたグラフ環とは，いつ実
次元 0になるか，いつ有限空間上の緊密な C*
環になるかが比較的簡単に判断できる C*環
のクラスである．このクラスに関しては
K-web などの K 理論的不変量を具体的に計算
する方法があり，K-web を用いた「グラフ環
の特徴づけ予想」と呼ばれる予想があるが， 
(２)の研究の帰結として，良い有限空間 Xに
対してこの予想を肯定的に解決することも
目的の一つである． 
 
 
３．研究の方法 
 
まずは，K-web に関する普遍係数定理が成り
立つことが知られているアコーディオン空
間に対して，実次元0等の条件を課せばK-web
をより扱いやすい不変量に置き換えること
ができるということを示し，それを用いてグ
ラフ環の特徴づけ予想を肯定的に解決する．
その後，より一般の有限空間に対して，K-web
を拡張した不変量の導入，それに関する普遍
係数定理の証明，ある条件下での扱いやすい
不変量への還元，グラフ環を用いた実現問題
の解決を行い，グラフ環の特徴づけ予想を肯
定的に解決する．これらの研究と同時進行で，
グラフ環に対して半群を用いた不変量を導
入し，これが完全不変量であることを証明す
るという研究も行う．また計画をスムーズに
進めるため，この 2つの研究を研究期間を通
して比較し，研究協力者と絶えず連絡を取り
合う．得られた成果は雑誌に投稿するだけで
なく，国内外の研究集会で発表する．さらに，
研究集会の参加者との研究連絡を行い，最新
の研究動向についての情報交換などを行う． 



４．研究成果 
 
本研究では，当初の計画通り有限空間上の C*
環に対する様々な結果を得ただけではなく，
研究を開始したときには想像もしていなか
った多くの結果を得ることにも成功した．得
られた成果を以下の３項目に分けて説明す
る． 
 
・Cuntz-Krieger 環の K理論に関する結果 
Arklint 氏と Bentmann 氏と共同で，グラフ環
の特別なものである Cuntz-Krieger 環の K理
論の研究を行った．その結果は，論文⑤と論
文⑥という２編の論文にまとめ，査読つきの
雑誌で出版された．また，アメリカと東京で
行われた国際研究集会および大阪で行われ
た国内の研究集会でこの結果に関する講演
を行った（学会発表③，④，⑥）．論文⑤で
は，「研究の目的」内に書かれている(１)と
(２)の目的に対し，3 種類ほどの有限空間 X
のクラスに対してほぼ満足のいく結果を得
ることができた．その応用として論文⑥では
「研究の目的」内で説明されている「グラフ
環の特徴づけ予想」をある種の有限空間のク
ラスに対して解くことに成功した．結果を論
文として発表した上記の有限空間のクラス
以外にも，ある特別な有限空間に対しては，
同様の結果が得られることが分かった．しか
も同様の手法を適用できる有限空間のクラ
スの限界に関するある種の予想を立てるこ
とができた．さらにこの限界を超えた有限空
間の中でも特別なものに対しては，2 次コホ
モロジーのある元を不変量に加えると分類
できるかもしれないという着想を得た． 
 
・単純でないグラフ環に関する結果 
Eilers 氏，Tomforde 氏，West 氏と共同で，
グラフ環のK理論的不変量としてどのような
ものが出てくるかを完全に決定し，査読つき
の雑誌で出版した（論文①）．グラフ環は有
限空間上の C*環の興味深い例を数多く提供
している重要な C*環のクラスである．グラフ
環のイデアル構造や K理論的不変量は，全て
グラフの言葉で記述することができ，グラフ
環がいつ有限空間上の緊密な C*環になるの
かということも，グラフの言葉で記述するこ
とができる．しかし，どのような K理論的不
変量がグラフ環のK理論的不変量として得ら
れるかという問題については，部分的な必要
条件が知られているだけであった．本研究の
研究代表者は Eilers 氏，Tomforde 氏，West
氏と協力し，グラフ環の K理論的不変量とし
て得られるための必要条件を列挙し，それら
が実は十分条件であることを，与えられた K
理論的不変量からグラフを構成することで
示した．この構成において，代数的な問題を
順序構造を考慮に入れながら解かなくては
いけないが，本研究の研究代表者はこれまで
の関連する研究での経験をもとにその問題
を解くことに成功した．この共同論文の結果

は，本研究の大きな目的の 1つである「グラ
フ環と呼ばれる C*環のクラスを，K-web を用
いた K理論的不変量で分類する」ことに繋が
る非常に有用な成果である． 
また，Eilers 氏，Ruiz 氏，Tomforde 氏と共
同で，与えられたＡＦ環がいつグラフ環にな
るかという問題に関する研究を行い，満足の
いく結果を得ることができた．その成果は，
査読つきの雑誌で出版されている（論文④）．
特にＡＦ環が小さな有限空間上の顕密な C*
環であったときは，この結果は完全な解答を
与えている． 
これらの研究は，デンマークやカナダでの研
究交流を通して遂行した．上記2つの結果は，
有限空間上のグラフ環の分類をする上で有
意義な結果である． 
 
・C*環の分類理論に関する幅広い結果 
査読つきの雑誌で出版された残り3本の論文
（論文②，論文③，論文⑦）では，研究開始
当初では思いつかなかった C*環およびその
分類に関する結果をそれぞれ得ている．これ
らの結果は本研究が目指す究極的な目標で
ある「単純とは限らない C*環の分類理論の完
成」に対して少なからぬ示唆をもたらしてく
れるものと思われる． 
 
論文②では，Farah 氏と共同で，可分ではな
い UHF 環の分類に関する結果を得た．可分で
あるUHF環の場合は超自然数が完全不変量で
あることが古くから知られているが，我々の
研究で可分ではないUHF環に対しては超自然
数が同じでも同形でないものが多く存在す
ることが分かった．そのような最初の例はグ
ラフから作られたが，その構成方法を工夫す
ることにより，濃度の観点で可能な限り多く
の互いに同形でない可分ではないUHF環の分
類を構成することができた．この結果は，よ
い不変量で分類を行うときに可分であると
いう性質が非常に重要な役割を果たすこと
を証明したという点において，非常に意義深
い成果であると言える． 
 
論文③は，離散群から作られる C*環と群の近
似性質との関連についての Otgonbayar 氏と
の共同研究がまとめられている．離散群から
いくつかの自然な C*環（や von Neumann 環）
を定義することができるが，その中で一様
Roe 環と呼ばれる C*環と群 von Neumann 環と
の共通部分として得られる C*環が，C*環とし
て最も自然に表れる被約群 C*環と一致する
かどうかという問題があり，Otgonbayar 氏と
の共同研究では，群の近似性質を用いてこの
問題に挑戦した．この問題の完全解決を得る
ことはできなかったが，２種類の C*環が一致
するかどうかという問いを係数付きにした
ものが，離散群の近似性質の特徴づけとなっ
ていることを証明した．この結果を用いて，
未解決だったある一つの疑問に完全な解答
を与えた．また，２種類の C*環が一致するの



ではないかと思われる状況証拠をいくつか
示した．これらの成果をまとめた論文が査読
付きの雑誌に掲載されることが決定した．こ
の研究成果だけでなく，それを得る過程で獲
得した技術は本研究の目的達成への大きな
足掛かりとなる． 
 
論文⑦では，Ara 氏と Exel 氏と共同で，ある
種の力学系に不随する C*環の研究を行った．
この研究においては半群が重要な役割を演
じ，ここで得られた結果や知見は，「研究の
目的」内に書かれている(３)の目的に対して
大いに役に立つと思われる．これら出版した
結果の他にも，C*環の分類理論に関する幅広
い結果を得て，国内外での研究集会で発表を
行った（学会発表①，②，⑤）． 
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