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研究成果の概要（和文）：ネフな接束をもつファノ多様体の構造研究を行った。そのような多様体は有理等質多様体で
あることがCampanaとPeternellにより予想されている（CP予想）。まず、５次元かつピカール数が１より大きいファノ
多様体に対して、CP予想が成り立つことを示した。この結果をまとめた論文はMath Zeitschriftから出版された。また
、R. Munoz, G. Occhetta, L. Sola Conde，J. Wisniewskとともに、全ての基本収縮射がP１ファイブレーションであ
るファノ多様体を研究し、完全旗多様体を特徴付けることに成功した。この結果は二本論文にまとめ、現在投稿中であ
る。

研究成果の概要（英文）：I have studied Fano manifolds with nef tangent bundles. It is conjectured that suc
h manifolds are rational and homogeneous by Campana and Peternell, which is called the CP conjecture. Firs
t, I proved that the conjecture holds for Fano 5-folds of Picard number >1. The result was published from 
Math Zeitsherift. On the other hand, I studied some problems related to the CP conjecture with R. Munoz, G
. Occhetta, L. Sola Conde and J. Wisniewski. In particular, we proved that Fano manifolds whose elementary
 contractions are smooth P1-fibrations are complete flag manifolds. As a corollary, the CP conjecture can 
be boiled down to another problem. We wrote two papers on this topic and these papers are submitted.  
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１．研究開始当初の背景  
 
 森重文は 1979 年に有理曲線の変形理論を
用いることによりハーツホーン予想を解決
した：「豊富な接束をもつ非特異射影多様体
は射影空間である」．この結果を出発点とし
て，森による端射線の理論が構築され，川又
雄二郎，V. V. Shokurov，M. Ried 等の貢献
により（特異点を持つ場合も含めた）極小モ
デル理論の基礎が完成した．また，森の上記
論文は正標数還元のテクニックや有理曲線
の変形理論の礎になった結果を多く含んで
おり，歴史的にとても重要である．さらに，
ハーツホーン予想は複素微分幾何における
フランケル予想（1980 年に Siu と Yau により
解決）の一般化としても知られている：「正
則双断面曲率が正のコンパクトケーラー多
様体は射影空間である」．さらに，Siu と Yau
は一般化フランケル予想を提起した．その予
想は特にファノ多様体の場合に帰着される
ことが知られていた．一般化フランケル予想
をファノ多様体の場合に述べると，「正則双
断面曲率が非負のファノ多様体はエルミー
ト対称空間である」というこが出来る．この
予想は 1988 年に N. Mok により，森の手法の
一般化である VMRT の理論とホロノミー群の
分類結果を用いることで解決された．これら
の結果のさらなる一般化が，本研究の中心的
問題である CP 予想である： 
CP 予想：ネフな接朿をもつファノ多様体は有
理等質多様体である． 
 他方，ネフな接朿をもつ射影多様体は，エ
タール被覆の差を除いて，トーラス上の滑ら
かなファイバー空間として記述可能で，その
ファイバーとしてネフな接朿をもつファノ
多様体が現れる．従って，CP 予想の解決は，
ネフな接束をもつ多様体の構造定理を与え
ることに他ならない． 
 
２．研究の目的  
  
 CP予想は4次元以下の多様体では成立する
ことが知られている．3 次元の場合は
Campana-Peternell により，4 次元の場合は
最終的には, Mok と J. M. Hwang により解決
された．特殊な系列の多様体に対しては，
Pandharipande による超曲面の完全交叉の場
合程度しか知られていない．そこで，本研究
では CP 予想の解決することを目標に，様々
なケースに対して CP 予想の研究を行った．
また，関連した問題も扱った． 
 
３．研究の方法 
  
 次元が低くかつピカール数が２以上の場
合の CP 予想に関しては，端斜線の収縮射を
考察することにより，より次元が低い場合に
帰着することが出来る．そのため，基本収縮
射を用いて研究を行った．具体的に Xを 5次
元かつピカール数2以上のファノ多様体とし，

その接束がネフだとする．ピカール数が 2以
上なので，少なくとも２つの基本収縮射 f, g
を Xはもつが，接束のネフ性から fと gは非
特異射であることが分かる．さらに，f と g
のファイバーや像も再びネフな接束をもつ
ファノ多様体になる．このことにより，4 次
元以下の分類結果を用いることでXの構造に
関する情報を得ることが出来る． 
 他方，ハーツホーン予想や Hwang-Mok 等の
結果は多様体X上の極小有理曲線のモジュラ
イ空間 Kとその普遍族 Uを考察することによ
り得られている．UはK上P1束の構造をもち，
さらに，評価写像U→Xは滑らかな射となる．
そこで，これらX, U, Kの関係にのみ着目し，
多様体Y上のP1束 Zのうち(P1束の自然な射
影と異なる)滑らかな射Z→Xをもつものの構
造研究を行った．特に，VMRT や有理連結多様
体などに関する有理曲線の変形理論，ある種
の階数2のベクトル束の分類結果などを用い
た． 以下の研究成果で述べる「(ii)完全旗
多様体の特徴付け」では，リー環論も用いた． 
 
４．研究成果 
 
主に，得た結果は以下の２つである． 
 
(i)5次元かつピカール数2以上の場合に関す
る CP 予想の解決． 
(ii)完全旗多様体の特徴付け． 
 
(i)に関して 5次元かつピカール数2以上の
ファノ多様体のうちネフな接束をもつもの
を完全に分類した．その結果，この場合に対
して CP 予想が肯定的に解決されることが分
かった．さらに，ピカール数 1の場合の考察
も行った．この結果を論文「Fano 5-folds 
with nef tangent bundles and Picard 
numbers greater than one」にまとめ，学術
雑誌 Mathematische Zeitschrift に掲載され
た． 
(ii)に関して R. Muñoz, G. Occhetta, L. 
Solá Conde, J. Wiśniewski との共同研究で
ある．まず初めに，R. Muñoz, G. Occhetta, 
L. Solá Conde とともに，全ての基本収縮射
が非特異 P1 ファイブレーションでありネフ
な接束をもつファノ多様体の研究を行った．
その結果，そのような多様体から自然に線形
代数群を構成出来ることが分かった．特に，
その線形代数群が An 型であるときに，ファ
ノ多様体は Pn の完全旗多様体と同型になる
ことを示した．この内容は論文「Rational 
curves, Dynkin diagrams and Fano manifolds 
with nef tangent bundle」にまとめ，現在
投稿中である． 
 その後，G. Occhetta, L. Solá Conde, J. 
Wiśniewskiとともに，先の結果の一般化にあ
たる結果を得た．具体的には多様体が完全旗
多様体であることと，全ての基本収縮射が非
特異 P1 ファイブレーションであるファノ多
様体であることは同値であることを示した．



ここで，接束のネフ性は後半の結果では除外
されていることに注意する．一般に完全旗多
様体はファノ多様体であり，全ての基本収縮
射が非特異 P1 ファイブレーションであるこ
とは良く知られているので，逆が問題である．
そこで，Xを全ての基本収縮射が非特異 P1 フ
ァイブレーションであるファノ多様体とす
る．X が完全旗多様体であることの証明は２
つのステップに分けられる．まず，第一段階
では Xに付随して線形代数群 Gを構成出来る
ことを示した．具体的には，X が多くの P１
ファイブレーションをもつことから，X 上の
1サイクルがつくるベクトル空間N^1(X)の対
合を各 P１ファイブレーションに対応して構
成出来ることを示した．さらにそれらで生成
される群 Wの研究を行い，N^1(X)上の内積を
うまく取ると，Wは N^1(X)上のあるルート系
のワイル群とみなせることをつきとめた．こ
のことを用いて線形代数群 Gを構成した．第
二段階では，構成した G に対し，X と G/B(B
は G のボレル部分群)が同型であることを示
した．そのために，Xに対して Bott-Samelson 
多様体を導入し，各々の Bott-Samelson 多様
体が同型であることを示すことにより X=G/B
を示した．ただし，この証明は G が F4 型，
G2 型のときは成り立たないため，それらの場
合は個別に研究を行った．この内容は論文
「 Fano manifolds whose elementary 
contractions are smooth P1-fibrations」
にまとめ，現在投稿中である． 
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