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研究成果の概要（和文）：我々の主要な研究目的は、Sobolev型不等式およびそれらに付随する変分問題を考察するこ
とである。具体的な研究成果の１つとして、Adachi-Tanakaによって得られた全空間における斉次Trudinger-Moser型不
等式に対し、その最大化関数の存在を示した。一方、全空間におけるTrudinger-Moser型不等式として非斉次の不等式
が知られている。Ishiwata (2010)では、同不等式の最大化関数の存在、非存在を考察し、それは次元に大きく影響さ
れることが示された。我々はより一般的なSobolev型汎関数を考え、不等式が持つ斉次性と最大化関数の存在の関係を
明らかにした。

研究成果の概要（英文）：Our main purpose of the research lies in studying Sobolev type inequalities and th
e corresponding variational problems. Especially, we concern the critical embeddings which appear in Trudi
nger-Moser type inequalities, Gagliardo-Nirenberg type interpolation inequalities and so on. In a period o
f this fund, we investigated the existence of maximizer associated with the Trudinger-Moser type inequalit
ies of the scaling invariant form obtained by Adachi-Tanaka in 1999, and actually proved the existence of 
a maximizer. On the other hand, it was known that the similar type Trudinger-Moser inequalities on the who
le space which do not satisfy the scaling invariance. Ishiwata (2010) proved that the existence of maximiz
ers for this inequality heavily depends on the dimension. Based on this fact, we considered the variationa
l structure and clarified the relation between the scaling invariance and the existence of a maximizer. 
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１．研究開始当初の背景 
 
Sobolev 空間と Lebesgue 空間の包含
関係を示す Sobolev 定理は、非線形偏
微分方程式の解析等、数学解析の種々
の分野において必須である。特に、補
間不等式として知られるGagliardo－
Nirenberg の不等式は、Sobolev 定理
の改良であり、その応用例は数知れな
い。このような背景を踏まえ、これら
の関数不等式の導出のみならず関連
する変分問題を考察する。具体的に、
Sobolev-Hardy 型不等式、Trudinger-
Moser 型不等式及び Brezis-Gallouet
-Wainger 型不等式等の関数不等式に
対して、その最良定数に付随する変分
問題を主要な研究テーマとした。特に、
最良定数を達成する最小化関数(また
は最大化関数)の存在は、Euler-Lagr
ange方程式の正値解の存在を意味し、
変分問題として記述される最小化問
題の研究は、非線形楕円型方程式の解
析に有益である。例えば、我々はこれ
までSobolev-Hardy型不等式またはB
rezis-Gallouet-Wainger 型不等式に
対して、不等式に対する最良定数を達
成する最小化関数の存在、非存在を研
究してきた。一方、Sobolev 不等式の
臨界ケースまたはBrezis-Gallouet-W
ainger 型不等式の双対に位置する不
等式として指数型不等式であるTrudi
nger-Moser の不等式は、臨界 Sobole
v空間に属する関数の指数型可積分性
を保証する不等式であり、Trudinger、
Moserらによって最良定数と共に導出
された。また、同不等式の最良定数を
達成する最大化関数の存在がCarleso
n-Chang、Flucher、Lin らによって証
明されている。他方、同不等式は、領
域及び関数空間の一般化等、様々な意
味において拡張された不等式が知ら
れている。我々は、これらの拡張され
た不等式に対しても不等式に付随す
る最大館化問題を考察し、楕円型方程
式の解析を進めた。 
 
 
 
２．研究の目的 
 
我々の研究目的の 1つは、これまでに
得られているSobolev空間上のGaglia
rdo-Nirenberg型補間不等式の改良及
び一般化にある。また、これらの関数
不等式に付随する変分問題を考え、対
応するEuler-Lagrange方程式の可解
性を考察する。 
 
 
 

３．研究の方法 
 
研究計画を主に 2種に分類し、研究を
進めた。我々は、臨界Sobolev空間に
代表される種々の臨界空間において、
これら関数空間がもつ特有な不等式
の構築を試み、これらの不等式を用い
て関数空間のもつ性質を考察した。具
体的に、臨界空間がもつ固有の不等式
である対数型Hardy不等式を精査した。
臨界Sobolev空間においては、同不等
式はすでに知られていたが、関数空間
を一般化し、対数型Hardy不等式の成
立または不成立を考察した。また同時
に、これらの不等式に付随する最小化
問題の可解性を調査する目的におい
て、対応するEuler-Lagrange方程式を
介した非線形楕円型方程式を考察し、
同方程式の解の構造解析を主要な研
究方法とした。 
 
 
 
４．研究成果 
 
種々の臨界型関数空間における関数
不等式の導出、及びこれらの不等式に
付随する変分問題を介して、楕円型偏
微分方程式の可解性に関する研究を
主要な研究目的に据えた。同研究目的
を踏まえ、まず臨界Sobolev空間を特
徴づける不等式として知られる対数
型Hardyの不等式に関して考察を行い、
対数型でありながらスケール不変性
を保つ不等式の導出に成功した。同結
果は、埼玉大学の町原秀二氏、早稲田
大学の小澤徹氏との共同研究であり、
Tohoku Math J.に採録された。また、
Sobolev空間を一般化したSobolev-Lo
rentz空間を導入し、臨界Sobolev-Lo
rentz空間に対する対数型Hardyの不
等式の導出を試み、その結果として、
不等式に現れる指数に関し、対応する
不等式が成立するための必要十分条
件を与えた。同結果も、町原氏、小澤
氏との共同研究であり、J.Ineq.Appl.
に採録済みである。もう 1つの研究目
的として関数不等式に付随する変分
問題の考察があるが、臨界Sobolev空
間の指数的可積分性を保証するTrudi
nger-Moser型不等式に対し、対応する
最大化問題を調査し、同不等式の最良
定数を達成する最大化関数の存在を
証明した。同結果は、山形大学の中村
誠氏、大阪大学の石渡通徳氏との共同
研究であり、Ann.Inst.H.Poincare A
nal.に採録済みである。 
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