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研究成果の概要（和文）：一般の確率過程に対するPut- Call 対称化を完全に与えるという成果が得られ，それは赤堀
次郎氏との共著としてすでに公刊された．また，赤堀次郎氏とFlavia Barsotti 氏と現在行っている研究で， 1 次元
拡散過程によって与えられるモデルの下で「タイミング」がその拡散過程の到達時刻で与えられる場合に，そのタイミ
ングリスクの漸近的な静的ヘッジ公式と，その「ヘッジエラー」を与える公式が得られた．

研究成果の概要（英文）：Firstly, I have fully determined the Put-Call type symmetrizations for generic mul
ti-dimensional diffusion processes. The results were published as a joint paper with Prof. Jiro Akahori at
 Ritsumeikan University. Secondly, I have obtained an asymptotic static hedge formula for a timing-risk un
der a one-dimensional diffusion model by collaborating with Jiro Akahori, and Flavia Barsotti from Unicred
it(Milan). 
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１． 研究開始当初の背景 
 

本研究は，バリアーオプションのスタティ
ックヘッジの研究に起源を持つ．ここで，ス
タティックヘッジとは，バリアーオプション
を保有（または売却）することと，違うオプ
ションを保有・売却することが同価値になる
ポートフォリオ（複数の金融商品の組み合わ
せ）を与えることである．近年バリアーオプ
ションは実際の市場で普及しつつある．しか
し，バリアーオプションの価値を評価するこ
とはプレーンオプション（ペイオフが満期の
価格により決まるオプション）に比べて難し
いとされている．この原因はバリアーオプシ
ョンのペイオフが経路に依存しているとこ
ろにある．例えばノックアウト型のバリアー
オプションのペイオフは株価がある価格に
到達すると消滅する． 
その難点を解決する最初の手法は，Bowie 
と Carr により 1994 年に Risk Magazine 
に投稿された論文によって与えられた．その
手法とは，Black-Scholes モデル（価格過程
が幾何ブラウン運動に従うモデル）に対する
バリアーオプションのスタティックヘッジ
公式と今日呼ばれているものである．このス
タティックヘッジ公式の導出において最も
重要な役割を果たしていたのがブラウン運
動の鏡像対称性である．ここでいう対称性は
1 次元の場合でいうとブラウン運動と¡1 倍
されたブラウン運動が同分布であることを
いう．一般の拡散過程はこの対称性を持たな
いため，同様にスタティックヘッジ公式を与
えることは不可能である．しかし Carr と
Lee は，2009 年に Mathematical Finance 
誌に掲載された論文で，拡散過程の係数がバ
リアーの値に関してある対称性を有する場
合，Arithmetic Put-Call Symmetry（APCS）
と呼ばれる対称性を満たすことを示した．こ 
こで APCS とはある１点（バリアー）に関
してのみ，その拡散過程が対称性を持つこと
に他ならないが，スタティックヘッジ公式に
はこの APCS で十分である． 
しかし与えられた拡散過程がこの APCS 

を満たすことは一般には期待できない．そこ
で我々は逆に一般の拡散過程に対して APCS 
が成り立つような別の拡散過程を構成する
方法を考案した．我々はこれを Put-Call 対
称化と呼んでいる．この構成方法によっても
スタティックヘッジ公式を導くことができ
るが，ここで構成された拡散過程は実際の市
場には存在しないため，もはや実務上の意味
をもたない．しかし，この公式によって経路
依存したペイオフを持つバリアーオプショ
ンの価値が経路依存していないペイオフの
オプションによって表現されている点は変
わらない． 
研究代表者は、石垣雄太・奥村敏樹らとの
共同研究において、この式をバリアーオプシ
ョンの新しい数値計算手法と解釈し，この手
法(+オイラー丸山近似)を CEV モデル・

Heston モデル・λ-SABR モデルに対し実装
した． 
 
２． 研究の目的 
 
以上のような背景の下で，本研究は鏡像対

称性を一般化した Put-Call symmetry と呼
ばれる概念を数理ファイナンスおよび確率
数値解析に応用することを目指すものであ
った．より具体的には，これまでに得られた
バリアーオプションの価格計算に関する成
果を 

 
(1) 多次元に拡張すること，および 
(2) 拡散過程の到達時間の汎関数の期待値

の評価に応用すること，によって 
(3)アメリカンオプションの数値計算の新

しい手法を提案する，および 
(4) クレジットリスクのスタティックヘッ

ジという新概念を導入し，デフォルト可能債
券の上に書かれたデリバティブの価格付け
問題に取り組む． 

 
ということを目的としていた． 
 
３．研究の方法 
 
バリアーオプションのプレーンオプショ

ンによるスタティックヘッジ公式では，ブラ
ウン運動の鏡像原理が本質的な役割を果た
していることがわかる．多次元ブラウン運動
の密度関数が直交変換に関して不変である
ことから，鏡像原理を多次元へ一般化するこ
とができる．また，ルート系に付随する有限
鏡像群の作用を考えることによって，ルート
系の基本領域であるワイル領域に滞在する
ブラウン運動を考えることができる．これを
鏡像群によって記述される多次元ブラウン
運動の鏡像原理という． 
この原理によりブラウン運動がワイル領

域にとどまる確率は停止時刻に依存しない
確率の有限和として記述される．高木健矢氏
(当時：立命館大学総合理工学研究科博士課
程前期課程）との共同研究では，この多次元
の鏡像原理を多証券の上に書かれたノック
アウトオプションのスタティックヘッジに 
応用することを考え，それが可能になる条件
を完全に決定した． 
この研究の枠組みはこれまで提案された

多証券の上に書かれたノックアウトオプシ
ョンのスタティックヘッジの一般化となっ
ている．この観察が本研究のメインとなる手
法である． 
 
上記(2),(3)を研究することに先駆けて，

研究期間中に主として取り組んだのは拡散
過程それ自身とそのあるレベルへの到達時
間の同時汎関数に関してスタティックヘッ
ジ公式に相当する関係式を導出することで
ある．到達時間も含めた関数を考えることは



数理ファイナンスとして重要な一般化であ
る．例えばアメリカンオプションのペイオフ
が（最適停止境界がわかっていれば）そのよ
うに表現できる．また，デフォルト可能債券
及びその上に書かれたデリバティブのペイ
オフも到達時間に関して割り引かれるので，
そのようなものに分類される．研究代表者ら
は，このようなリスクを一般化してタイミン
グリスクと呼ぶことにした． 
本研究期間中に，この課題に関して，「タ

イミングリスクの漸近展開」という新たな方
法に到達し，その数学的正当化を研究の中心
とするに至った．このタイミングリスクの漸
近展開とは，Carr-Bowieの Black-Scholes モ
デル下でのスタティックヘッジによって得
られる誤差をまた別のタイミングリスクと
みなし，それをまた Carr-Bowie の公式でス
タティックヘッジし，その誤差を…と無限に
繰り返すことで，漸近的に完全なスタティッ
クヘッジができるであろうという着想であ
る ． このア イ デアの 数 学的な 表 現 は
Parametrics いう偏微分方程式における基本
解の構成に用いられる古典的な手法であっ
た．しかし本研究における Parametrics は通
常のそれとは異なり，空間変数の多重微分の
可積分性の評価と，その級数としての収束半
径の評価が必要となり，数学的に非常に難点
の多い研究に取り組むことを余儀なくされ
た． 
 

４．研究成果 
 
上述した多次元の鏡像原理に対しても１次
元の拡散過程の Put-Call 対称化の手法が適
用可能であることを確認し、Heston モデル
やλ-SABR モデルなどの確率ボラティリテ
ィモデルに対して我々の手法が適用可能で
あることを示した．また，多証券の上に書か
れたバリアーオプションの数値計算手法も
同様にして得られる．特に時間的に非斉次な
拡散過程の場合にも応用可能であることが
系として得られる．これらの成果は赤堀次郎
氏との共著論文”On a symmetrization of 
Diffusion processes”として Quantitative 
Finance 誌に掲載された（2014 年 5月時点で
は Published Online）． 
また，上記「タイミングリスクのスタティ
ックヘッジの漸近展開」については，赤堀次
郎氏とFlavia Barsotti 氏と現在行っている
研究で， 1 次元拡散過程によって与えられ
るモデルの下で「タイミング」がその拡散過
程の到達時刻で与えられる場合に，そのタイ
ミングリスクの漸近的な静的ヘッジ公式と，
その「ヘッジエラー」を与える公式が得られ
た．バリアーオプションはブラックショール
ズモデルの下では静的ヘッジ可能であるが，
一般の拡散過程によって与えられたモデル
の下では静的ヘッジ可能性は期待できない．
上述したように，Parametrics の手法を用い
ることによって，幾何ブラウン運動による展

開式が導出でき，ブラックショールズモデル
の下での静的ヘッジ公式からタイミングリ
スクの漸近的な静的ヘッジ公式とそのエラ
ー評価が得られることを明らかにした．この
成果については下記にあるようにいくつか
の学会・セミナーで発表している．数学的な
結果という点での成果は，現時点では，空間
変数の多重微分の可積分性の評価まで完成
している．これらの成果を総合していくつか
の論文をこれから執筆する予定である． 
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