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研究成果の概要（和文）：完全非線形偏微分方程式に属するハミルトン・ヤコビ方程式を中心に，解の構造を深く理解
することで，その漸近挙動（均質化問題，長時間挙動）を調べた．特に，同方程式の弱結合系の解を最適制御の観点か
ら見直し，その詳細を解析することで，長時間挙動と均質化問題について解明することに成功した．また，長時間挙動
に関する研究で，非線形随伴法を利用した解析手法を考案した．このことで，退化しうる拡散項を持ったハミルトン・
ヤコビ方程式を取り扱うことが可能となった．

研究成果の概要（英文）：The main purpose is to deeply understand the structure of solutions to the weakly 
coupled system of fully nonlinear equations. More precisely, I mainly focused on some asymptotic problems 
(homogenization and large-time behavior), and got new results as follows. 1. Homogenization of the weakly 
coupled system of Hamilton-Jacobi equation with fast switching rates, analysis on the initial layer and th
e effective Hamiltonian. 2. Large-time behavior of the same system by analyzing the value functions of the
 optimal control problems which appear in the dynamic programming for the system whose states are governed
 by random changes. 3. Large-time asymptotics for degenerate viscous Hamilton-Jacobi equations by using th
e nonlinear adjoint method, which was completely new and giving a breakthrough on the study of the large-t
ime asymptotics for degenerate parabolic equations.
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１．研究開始当初の背景 
最適制御，微分ゲーム，結晶成長を記述する
重要な基礎方程式としてハミルトン・ヤコビ
方程式がある．この方程式は完全非線形偏微
分方程式に分類される．近年，弱 KAM 理論
の進展に伴い，解の長時間後の挙動（長時間
挙動）に関する解析が進展した．定常問題の
解の多重性から，解の収束を示すために精巧
な解析が要求される．これらの結果は，1 階
ハミルトン・ヤコビ方程式と粘性ハミルト
ン・ヤコビ方程式の単独方程式に関する結果
が主であり，連立方程式系や，退化しうる拡
散項を含む問題に関する結果がなかった．そ
の理由は同方程式の連立系と退化放物型方
程式の長時間挙動を数学的に捉える手法が
十分発達していないためであった．また，結
晶成長を記述する方程式に対して，これらの
結果が応用できることが期待できたが，実例
がなかった． 
 
２．研究の目的 
ハミルトン・ヤコビ方程式を代表とする，完
全非線形偏微分方程式に関して，その漸近挙
動（均質化問題，長時間挙動）を解析する手
法を開発する．これらを整備することで，た
とえば結晶成長を記述する方程式など，物理
的，工学的に意味のある非線形偏微分方程式
の解の形状変化を解明するための数学解析
の基礎を築く． 
 
(1) 同方程式の弱結合連立方程式系に関して，
解の構造を多角的に理解する．その重要な過
程として，最適制御の観点から解の公式を見
なおす．このことは，単独方程式に対しては，
研究当初からよく知られた結果であったが，
弱結合連立方程式系に対しては，ほとんど知
られていなかったため，この解明を目指す．
次に，この結果を使い出来るだけ多くの漸近
問題に関する解明例を出すことを目指す． 
 
(2) 1 階ハミルトン・ヤコビ方程式と粘性ハミ
ルトン・ヤコビ方程式に関する長時間挙動に
対する結果を繋ぐ研究を目指す．退化放物型
方程式に分類される退化粘性ハミルトン・ヤ
コビ方程式という一つの方程式の枠組みを
構築する．上に挙げた二つの方程式は，解の
性質が本質的に違うことから，特に解の深い
性質となると，その二つを繋ぐ研究は難しい．
長時間挙動の解析という観点から，このこと
に挑戦する． 
 
(3) W.K. Burton 教授, N. Cabrera 教授, F.C. 
Frank 教授 (1951 年)により提唱された結晶
成長のモデルを動機とした方程式を解析し, 
非常に薄いファセット成長に起こる不安定
性に対して, 数学的な裏付けとなる説明を
与えることを目指す. この際に現れる方程
式は，非強圧的なハミルトン・ヤコビ方程式
である．この非強圧的であることは特徴的で
ある．強圧的な場合と比べ包括的な研究は難

しく個々の方程式の特徴を考慮した技術を
要求される．現象的にも，全く異なる挙動を
見せる．このことを動機として，より一般の
非強圧的ハミルトン・ヤコビ方程式に対して，
その解の長時間挙動について考察し，その結
果として結晶成長の理解を深める． 
 
３．研究の方法 
(1) ハミルトン・ヤコビ方程式の弱結合連立
方程式系については，まず最適制御の観点か
ら解の公式を与える．その後に，各々の漸近
問題に取り組む．この問題については，研究
代表者が海外共同研究者の Hung V. Tran 博
士（シカゴ大学）と共同で取り組む．そのた
め，シカゴ大学への訪問，また，同氏を日本
へ招聘するという協力を求める． 
 

(2) 上に述べた，退化粘性ハミルトン・ヤコ

ビ方程式の解の長時間挙動を解析する手法

として，非線形随伴法が突破口となる可能性

があると睨んでいた．この手法に詳しい，Tran

博士と Diogo A. Gomes 教授（アブデュラ王

立工科大学）を訪問し，共同研究という形

で研究協力を求める． 
 
(3) 界面運動の多角的な研究の世界的権威の
儀我美一教授（東京大学），Qing Liu 博士（ピ
ッツバーグ大学）と共同に取り組む．そのた
めに，東京大学，ピッツバーグ大学へ訪問し
て議論をする． 
 
 上に挙げた共同研究者訪問以外にも，国
内・海外における本研究分野の進展の情報を
収集するために，様々な研究集会に参加する． 
 
４．研究成果 
(1) ハミルトン・ヤコビ方程式の弱結合連立
方程式系に関して，解の構造を多角的に理解
するため，最適制御の観点から解の公式を見
なおす試みをした．その結果，複数のラグラ
ンジュ関数を考え，確率的要素から決まる切
替を考慮した変分問題又は最適制御問題か
ら，解の公式を表現できることを解明した．
このことは，ジャンプ型伊藤の公式を使う事
で，形式的に分かり，動的計画原理が成立つ
事を利用して，粘性解の意味で厳密に正当化
できる．この確率的要素から決まる切替は非
常にシンプルなことから，決定論的な常微分
方程式で記述できる． 
 この事を，均質化問題の研究に活用し，単
独方程式には見られないシステム特有の現
象（初期層の発生，有効的ハミルトニアンの
性質）の発見に至った．長時間挙動の研究で
は，この公式を駆使することで，精巧な解析
を要求される収束部分を示すことに成功し
た． 



 今後，弱結合系に対する弱 KAM 理論，エル
ゴード問題の解の力学的構造理解への発展
が期待できる． 
 
(2) 近年，1 階ハミルトン・ヤコビ方程式と
粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の解の長時間
挙動はそれぞれ盛んに研究されてきた．それ
ぞれの初期値問題の解は，時間が十分経った
時に進行波解に一様収束する事が分かって
いる．定常問題（エルゴード問題）の解の一
意性に関する決定的な違いから，その方法論
は全く異なるものであった．そこで，これら
を統一的に研究する新しい方法論の確立を
目指した．その結果，(線形的)退化粘性ハミ
ルトン・ヤコビ方程式の解の長時間挙動につ
いて解明する事に成功した． 
 この解析には，2010 年に Evans 教授（カリ
フォルニア大学バークレー校）が導入した非
線形随伴法を利用した．この方法論を使った，
長時間挙動の解析は大変斬新である．次の二
つの視点が特に新しい．非線形随伴法を利用
した解のエネルギー保存則に注目し，ハミル
トニアンの項，拡散項の時間平均に対する評
価を与えた．初期値問題の解に関する一階微
分，二階微分を評価するために，エルゴード
問題の近似方程式の解を利用した． 
具体的には，初期値問題の解と定常問題の近
似方程式の解の一階微分，二階微分の差に関
する評価に注目した．一般に，退化放物型方
程式を考えているため，粘性消滅法において，
特に二階微分の良い評価を得ることは極め
て難しい．このことを，非線形随伴法とエル
ゴード問題の近似方程式の解を利用するこ
とで可能にした． 
 今後，ここで考えられた方法論とそこに現
れる評価から，退化粘性ハミルトン・ヤコビ
方程式の深い定性的性質（解の正則性，定常
問題の解の公式）を得られる事が期待できる．
その方法論は堅固であり，非線形拡散問題，
境界値問題，平均場ゲーム理論，スカラー保
存則方程式への応用も考えられる． 
 
(3) 結晶成長のモデルを動機とした非強圧
的ハミルトン・ヤコビ方程式の解が，ある領
域では時間が経つにつれ，ある一定の速さを
持って安定状態に近づくことが分かった．こ
こでは，その安定状態にある領域を有効領域 
と呼ぶ．一方で，その外部では，有効領域よ
りも速い速度で解が変化する．このような有
効領域が現れる現象は，強圧的なハミルトニ
アンを持つハミルトン・ヤコビ方程式の解の
長時間挙動を考えた時には現れないため，非
強圧的ハミルトン・ヤコビ方程式が持つ特有
の性質の一つと言える．有効領域とそこでの
安定状態に近づく速さが，与えられたハミル
トニアンからどのように決まるかについて
も解明した．更に，有効領域での安定状態に
ついても明らかとなった． 
 これらの結果は，動機となった結晶成長の
観察結果にも対応する．また，有効領域での

定常状態を考えた時に，自然にノイマン型特
異境界値問題が現れる．この問題に対する，
解の存在と比較定理を与えた．この解の境界
値での特異性は，結晶のファセット成長に起
こる不安定性に対応する．これにより，表面
過飽和度や運動エネルギーの異方性がどの
ように結晶成長の不安定性に影響を与える
かについて解明する１つの結果を与えた． 
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