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研究成果の概要（和文）：劣モジュラ的な離散構造に基づいて、離散最適化・組合せ最適化の理論とアルゴリズ
ムの基礎研究を展開し、多くの研究成果を上げている。中でも、劣モジュラ構造を基礎とする離散凸関数の新た
な理論を構築し、最近世界で注目される劣モジュラ的な関数(新たに導入した横断劣モジュラ関数、歪双劣モジ
ュラ関数等）に関連する最大・最小定理を始め、離散最適化・組合せ最適化の理論と効率的アルゴリズムの基礎
となる離散構造を解明した。さらに、非分割財の経済やゲーム論的配分の問題における劣モジュラ構造の有用性
を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：From the view points of the discrete structures associated with 
submodularity, we have investigated the theory and algorithms for discrete and combinatorial 
optimization problems which has been drawing researchers' attention in the world. We have developed 
a new theory of discrete convex functions, based on submodular structures, and effectively applied 
the theory to combinatorial and discrete optimization problems. We have also examined a general 
class of submodular-like discrete structures such as transversal-submodular functions and 
skew-bisubmodular functions. We then have shown fundamental min-max theorems for such discrete 
systems and investigated discrete algorithmic structures. We have also shown that the submodular 
structures play crucial roles in economy with indivisible commodities and a class of allocation 
problems in gaming situations.

研究分野： 組合せ最適化

キーワード： 離散最適化　組合せ最適化　劣モジュラ関数　離散アルゴリズム

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
大規模な離散最適化・組合せ最適化問題を厳密に、あるいは、近似的に解くための効率的アルゴリズムの構築に
向けて、劣モジュラ的な離散構造の有効性を明らかにした。学術的な意義としては、離散最適化・組合せ最適化
の理論と効率的アルゴリズムの基礎となる、離散凸関数の新たな理論構築や、新たな劣モジュラ的関数に関連す
る最大・最小定理の導出等であり、社会的意義としては、非分割財の経済やゲーム論的配分の問題における劣モ
ジュラ構造の有用性の解明等である。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
機械学習をはじめとして、劣モジュラ構造を有する大規模複雑な最適化の研究が盛んに行わ

れており、理論とアルゴリズムの両面から世界をリードする劣モジュラ構造に基づく更なる研
究が必要である。 
 
２． 研究の目的 
劣モジュラ的な離散構造に注目した離散最適化の基礎理論の展開とアルゴリズム開発により、

急速に広がってきた関連分野の未解決問題の解決を目指す。 
 
３．研究の方法 
 劣モジュラ的な離散構造の理論の精緻化と深化により、劣モジュラ的な離散構造を有する最
適化諸問題に対する理論とアルゴリズムを体系的に構築し、理論展開する。 
 
４．研究成果 
 各年度の研究成果は、以下の通りである。 
［2013年度］ 
1. 要素数制約付き多面体の族の有する双対一致性の概念を導入し、そのような多面体族の凸

包の線形不等式表現を確定させた。 
2. 無向グラフにおけるブロードキャストゲームにおける最小ポテンシャルをもつナッシュ

均衡解の社会コストの性質を調べた。具体的には、最小ポテンシャルをもつナッシュ均衡解の
社会コストと最適な社会コストの比に関して、非自明な上限、下限値を与えた。 
3. グラフ上での離散凸関数の理論構築を試みて、その新たな知見に基づき、多品種流や施設

配置問題への応用を行った。 
4. Huber-Krokhin-Powell(2013)によって提案されたskew-bisubmodular関数の一般化を提案

し、一般化 skew-bisubmodular 関数と一般矩形上の凸拡張の関係を明らかにした。また、
skew-bisubmodular 関数から自然に定まる多面体を導入し、その上での最小ノルム点と関数の
最小値の関係を示す最大最小定理を導いた。 
5.巡回セールスマン問題の緩和問題である、特定の枝カットと交わる2-因子問題に対して、3

正則グラフでのアルゴリズムを構築した。さらに、やはり巡回セールスマン問題の緩和問題で
ある最小2辺連結部分グラフ問題に対して3正則3辺連結グラフにおける近似アルゴリズムを設
計した。 
[2014年度] 

1. 劣モジュラ的な離散構造を有する新たな関数系として横断劣モジュラ関数の概念を導入
し、横断劣モジュラ関数最小化問題に対する最大最小定理を示した。さらに、ダイアモンドの
直積束上の劣モジュラ関数や k-劣モジュラ関数などの応用上特に重要な特殊ケースに対し、付
随する多面体構造の解析を行った。特に横断劣モジュラ関数の概念によって既存の多くの成果
に対する統一的な視点が与えられた。 
2. 劣モジュラ的な離散構造に関わる基本的な多面体として双劣モジュラ多面体があり、離散

凸関数を定める定義域の単体分割をその単体間の局所的な接続関係を双劣モジュラ的に定める
ことによって広がる離散凸関数のクラスを示した。 
3. ネットワーク合成問題に対する Gomory-Hu のアルゴリズムと半整数性を新しい立場から

見直し、あるクラスの歪優モジュラ被覆問題にまでアルゴリズムと半整数性が拡張できること
を示した。また、それを応用して、さらに広いクラスに対して近似アルゴリズムを構築した。 
4. 2人零和平均利得確率ゲームに対する定常戦略を考察し、与えられた正定数 dに対して、

確率ゲームが d-エルゴード的である場合、24d-エルゴード的であるような定常戦略を求めるア
ルゴリズムを構築した。 
5. 2部グラフにおける $C_4$-free 2-マッチングに対して,2部グラフの Dulmage-Mendelsohn 

分解や一般グラフの Edmonds-Gallai 分解に対応する分解定理を証明し、その有用性を示した。 
[2015年度] 

1. 古くから研究されている Congestionゲームについて、Fotakis(2010)によって示された局
所最適な更新の繰り返しで均衡解に高速に収束する現象が、M 凸関数に対する貪欲算法に他な
らないことを明らかにした。 
2. 数理最適化分野で最も基礎的な線形相補性問題(LCP)の入出力の疎性に関わる入力行列の

行/列毎の非零要素数の最大値や解の非零要素数をパラメータとして扱い、パラメータ化計算量
を明らかにした。 
3. 歪優モジュラ関数に対する交差解消ゲームは、Red と Blue の2人のプレイヤーからなるゲ

ームで、カット被覆線形計画問題の双対解をラミナー解にする交差解消プロセスを抽象化した
ものであり、このゲームに対し、Karzanov による0-1値歪優モジュラ関数に対する既存結果を
拡張・改良した多項式時間 Red必勝戦法を与え、その帰結として、広いクラスのカット被覆線
形計画の双対解に対する強多項式時間交差解消アルゴリズムを与えた。 
4. 劣モジュラ的な離散構造を有する新たな関数系として、Huber-Krokhin-Powell(2013)によ

って導入された歪双劣モジュラ関数に対する最小化問題は、Huber-Krokhin(2014)によって楕円
体法を利用したアルゴリズムが知られていたが、組合せ的アルゴリズムの開発は未解決であっ



た。この問題に対し、Iwata-Fujishige(2005)および McCormick-Fujishige(2010)による双劣ジ
ュラ関数最小化アルゴリズムを基礎に、歪双劣モジュラ関数最小化問題に対する組合せ的強多
項式時間アルゴリズムの開発を行った。 
[2016年度] 

1. 最小化ナップサック問題に対して、キャンセル付きオンライン版を扱い、競合比8をもつ
決定的オンラインアルゴリズムを開発した。 
2. ホーン規則によるアンチマトロイドの新しい表現法を提案し、その表現法のもとでの基本

的な問題とそれを解くアルゴリズムを提案した。特にメンバシップ問題やインファレンス問題
に対する線形時間アルゴリズムを与えた。 
3. 離散凸解析の基礎をなす L凸関数は、その定義域である整数格子をグリッドグラフ、ツリ

ーの直積、さらに一般的なグラフにおきかえても自然に定義できることを明らかにした。 
4. 制約付き2-マッチングの新たな枠組を提案し、その問題が多項式時間可解となる有用な十

分条件を導き、最大最小定理・組合せ的アルゴリズム・分解定理を与えた。 
5. Edmonds の有向木詰込み定理の拡張として Berczi と Frank によって提案されたマトロイ

ド制約付き有向木詰込み予想に対し、反例を与え、マトロイド制約が横断表現やグラフ表現を
有する場合は、その予想が正しいことを証明した。 
6. ネットワークにおける混雑現象のパラドックスとして Braess パラドックスが良く知ら

れているが、対象のネットワークに付随する制約条件がマトロイド構造を有する場合には 
Braess パラドックスが生じないことを明らかにした。 
7. 職探しの job-matching問題において、ランダムに局所改善を繰り返すことにより、確率1

で均衡解に到達することを示した。 
[2017年度] 

1. 歪双劣モジュラ関数の組合せ的多項式時間アルゴリズムを構成した。 
2. パラメトリック劣モジュラ関数最小化とそれに付随する符号付きring familyの組合せ構

造を明らかにした。 
3. 平均利得に対する確率的ゲームにおける均衡解を、凸計画法に基づくアルゴリズムを用い

て、確率頂点の数が定数であれば、擬多項式時間で解けることを示した。 
4. k-劣モジュラ関数の最小化元集合のコンパクトな表現法を開発し、いくつかの例において、

効率的に構成する多項式時間アルゴリズムを開発した。 
5. Birkhoff 表現定理を拡張したモジュラ半束のコンパクト表現法を確立し、その上の劣モ

ジュラタイプの関数の最小化元集合の表現に応用した。 
6. 2部グラフにおける辺数4の閉路を含まない2-マッチングに対応する関数の最小化集合族

の構造を組合せ的に表現し、それに基づく2部グラフの分解定理を与えた。 
7. 制約付き2-マッチングの新たな枠組を提案した。本研究により、辺数が5以上の閉路を含

まない2-マッチング問題が多項式時間可解となる問題のクラスが初めて得られた。 
8. 近年、マトロイド制約付き有向木詰込み、さらにその共通の一般化などが提案されている

が、bi-set 集合上の交差劣モジュラ関数を利用したマトロイド構成法を提案し、その構成法か
ら有向グラフ上でのグラフ的マトロイドの変種を構成し、そのマトロイドと分割マトロイドの
交わりによって有向木へ分割可能な辺集合が特徴づけられることを示した。 
[2018年度] 
1.凸多面体上の辞書式最適解ならびに離散凸性に関連して、greedy system of linear 

inequalities という新しい概念を導入し、良く知られる Jack Edmonds の貪欲アルゴリズムと
同様な手順によって辞書式最適解が得られることを示した。さらに、このようにして得られる
辞書式最適解が整数解を与える条件を吟味し、それによって、室田・田村によって示された「整
凸関数の劣微分が整数点を含むこと」の別証明を与えた。また、整凸関数の新たな特徴付けも
明らかにした。 
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