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研究成果の概要（和文）：現代符号理論の深化, ならびにその学際分野への展開を目指して、本研究課題は、(1) 統計
力学的手法に基づくLDPC/LDGM符号の理論の深化 (三村・和田山) (2) 疎グラフに基づく観測系における推定理論の構
築  (和田山)(3) 疎なランダムグラフの理論への貢献と応用 (和田山・泉)を中心に研究に取り組んだ。主たる研究成
果として、疎グラフに基づくグループテストに対する情報理論的解析、疎グラフに基づく非線形符号の重み分布解析、
ランダムグラフにおける種々の問題、ロバースの局所補題の応用、分散グラフアルゴリズムにおける通信複雑性とそれ
を用いた計算時間限界解析が挙げられる。

研究成果の概要（英文）：The goal of this project is to deepen and to expand modern coding theory with 
respect to probabilistic methods. The three main threads of the project consists of: (1) analysis on 
LDPC/LDGM codes based statistical mechanical methods (Mimura and Wadayama), (2) establishment of theory 
of non-linear observation systems based on sparse graphs, (3) sparse random graphs (Wadayama and Izumi). 
We have conducted corroborative research works and obtained some theoretical results. Some examples of 
our contributions are following: information theoretical analysis on group testing based sparse graphs, 
statistical mechanical analysis on non-linear codes based sparse graphs, several problems on random 
graphs, applications of Lovasz lemma, and communication complexity and its applications to distributed 
algorithms.
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1 研究開始当初の背景

本章では、本課題の計画書に基づき、研究計画の

概要について説明する。確率を利用して、特定の

構造を有する組み合わせ構造の存在を証明する確

率的手法は、情報理論、離散数学、ランダムグラフ

理論、理論計算機科学（特に乱択アルゴリズムの

設計）において、重要な証明技法としての位置を

占める。確率的手法の源流は、1940 年代の Erdős

と Rényi のランダムグラフの解析等の仕事に遡る。

同時期に証明された Shannon による通信路符号化

定理におけるランダム符号化の考え方も確率的手

法の嚆矢とみることができる。現代符号理論, 特に

LDPC(Low-Density Parity-Check) 符号の理論に

おいては、確率的手法はその理論的基盤となってい

る。特に 2 部グラフアンサンブルに基づく LDPC

符号の平均重み分布解析は、LDPC符号の性能解析

の基礎としての重要性を持つ。近年の急速な理論の

進展において、確率的手法は、関連分野 (統計力学,

理論計算機科学, 最適化など)と符号理論を繋ぐ, 言

わば「隠れた鎖」としての役割を果たすようになり

つつある。

2 研究の目的

本研究課題は、確率的手法の視点から、現代符

号理論の深化, ならびにその学際分野への展開を

目標とするものである。確率的手法 (probablistic

method) は、符号理論, 情報理論, アルゴリズム解

析, ランダムグラフ理論などの分野において重要な

証明技法となっている。現代符号理論において培わ

れた疎グラフに基づく基づく重み分布解析における

理論的知見と確率的手法の融合に基づき, 本研究課

題では、

(1) 統計力学的手法に基づく LDPC/LDGM符号

の理論の深化

(2) 疎グラフに基づく観測系における推定理論の

構築

(3) 疎なランダムグラフの理論への貢献と応用

を軸とする学際的研究の展開を目指すプロジェクト

である。

3 研究の方法

現代符号理論の深化, ならびにその学際分野への

展開を目指して、本研究課題は、(1) 統計力学的手

法に基づく LDPC/LDGM 符号の理論の深化 (三

村・和田山) (2) 疎グラフに基づく観測系における

推定理論の構築 (和田山) (3) 疎なランダムグラフ

の理論への貢献と応用 (和田山・泉) を中心に研究

に取り組んだ。

4 研究成果

期間中に得られた成果は多岐に渡るので、以下で

は、特に代表的な成果についてその概要を述べる。

4.1 疎グラフに基づくグループテストに対する情

報理論的解析

疎グラフに基づく観測系における推定理論の一種

として、本プロジェクトでは、疎グラフに基づくグ

ループテストについて情報理論的解析を行い理論的

成果を得た [2]。

Dorfmanにより 1940年代に発明されたグループ

テストは、医療・故障診断・遺伝子解析 (DNA clone

libraries) などの分野において幅広く利用されてい

る。グループテスト方式の検出能力は、利用する

試験行列、もしくは、試験グラフの選択により大き

な差が生じることが知られている。本研究では、符

号理論における LDPC 符号の検査行列の構成法を

ベースにした試験グラフを導入し、その性能を解析

した。ここで考える試験グラフは、左次数が l, 右次

数が r の 2部グラフで表現される (図 1)。

主結果のひとつは、与えられた (l, r, n)-試験グラ

フ (n は対象ノード数) に関する推定誤り率の下界

であり、これは情報理論における逆定理 (converse)

に相当するものである。もうひとつの主結果は、n

が無限大となる状況において、いくらでも推定の信

頼性を高めることができるための十分条件である。

これは、

−(l − 1)h(p)− lp log2(2
1/r − 1) < 0
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図 1 グループテストにおける試験グラフ (疎グラフ)

という非常に簡明な条件として表される (p は対象

オブジェクトが陽性となる確率)。この定理は、情

報理論における順定理に相当するものであり、これ

までグループテストの文脈では、全く知られていな

かった結果である。

本研究の成果は理論的色彩の濃いものであるが、

陽性ノード数が O(n)である場合の試験グラフの構

成問題について、ひとつの示唆を与えるものと考え

られる。実際にすでに本論文の結果に影響されて、

同様の試験グラフに関して検討を開始した海外グ

ループがある。また、本定理は、比較的シンプルな

組み合わせ論的手法に基づいた証明法を利用してお

り、同様の手法が幅広く「疎グラフに基づく観測系

における推定理論」に対して利用できる。

4.2 疎グラフに基づく非線形符号の重み分布解析

図 1 に示されるような非線形関数が介在する観

測系において、取り得る出力系列 (図 1における Yi

側) の集合を非線形符号とみることができる。出力

系列から入力系列を推定するという典型的な推定問

題において、その推定誤り率と上述の非線形符号の

距離分布との間には密接な関係がある。本研究 [?]

では、疎グラフに基づく非線形関数が介在する観測

系について自然に定義される非線形符号の距離分布

を統計力学的手法に基づいて解析を行った。

具体的な結果として、グループテストの場合に対

応する非線形符号の重み分布の漸近指数 (asymp-

totic growth rate) をいくつかの試験グラフアンサ

ンブルに対して計算を行った (図 2)。その結果得ら

れた数値は前節で述べた組み合わせ論的手法に基

づく計算により得られる数値とよい一致を示して

いる。
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図 2 重み分布の漸近指数の例

本手法は、介在する非線形関数の種類や試験グラ

フの次数分布に依らず適用できるという長所を持っ

ている。さらに、観測結果に対して雑音が加わるよ

うなケースにおいても、本手法により推定可能性に

ついての定量的評価が可能となる。その結果，雑音

が加わる場合においては、陽性となる確率が小さす

ぎてはならないことが初めて示された．

4.3 ランダムグラフにおける種々の問題

本プロジェクトにおいては、符号理論 (特に

LDPC 符号) の解析手法をランダムグラフ解析に

応用することで次の新しい結果を得ている:

• ネットワーク信頼度問題 [1]

• ランダムグラフの最小カット分布 [7]

• 可逆ブルーム表 [6]

ネットワーク信頼度問題は、与えられたグラフ

の辺が確率 p で消失 (独立に生起) する場合、残っ

たグラフ (生き残りグラフ) が連結でなくなる確率

(ネットワーク故障率) を評価する問題である。こ

の問題は、ネットワークの障害へのロバスト性への

理解を深めるために重要な問題であり、計算量的

に困難な問題として理論計算機科学分野において、

長年に渡り研究がなされてきた。われわれ [1] は、
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Erdős-Rényiランダムグラフアンサンブルにおける

ネットワーク故障率のアンサンブル平均の評価を

行った。そこで展開された理論の基礎は、無向グラ

フの接続行列の張る 2元線形空間 (一種の 2元線形

符号)とグラフのカットセットが一対一で対応され

るという事実である。この事実に基づき、LDGM

符号の理論を援用しつつ、ネットワーク故障率の期

待値の上界と下界を導いた。

上記で利用された手法は、LDPC, LDGM 符号

の重み分布の計数と共通の原理に基づくものであ

り、広い適用分野を持つもである。われわれは、任

意の次数分布を持つランダムグラフアンサンブル

(configuration model) において、同様の手法を利

用することにより、最小カット分布に関する定量的

評価が可能であることを示した [7] 。

4.4 ロバースの局所補題の応用

ロバースの局所補題は、よく知られた確率的手法

の基本的な技術であるが、情報理論・符号理論の分

野でその応用は、従来ほとんど知られていない。わ

れわれは、記憶デバイスに対する符号化問題に対し

て、ロバースの局所補題を用いて記憶容量の評価

を行うという研究テーマを [19] において開始した。

同研究においては、「部分グラフ支配集合分割問題」

と呼ばれる種類の新しい組み合わせ最適化問題を定

式化し、その問題と記憶デバイスに対する符号化問

題の符号化率評価問題が等価であることを示した。

われわれは、部分グラフ支配集合分割問題が NP困

難問題であることの証明も行った。低次数ノード除

去に基づくグラフの変換、ランダム彩色に基づくロ

バースの補題を組み合わせることで、部分グラフ支

配集合分割問題の解に関する非自明な結果を得るこ

とができた。

さらに [17]では、クロストーク抑制符号と呼ばれ

る符号の漸近符号化率について、従来の手法で与え

られた値より緊密な下界をロバースの局所補題から

導くことができた。通信工学と理論計算機科学の学

際的位置にある本研究は、本課題の特徴的な成果と

言える。

4.5 分散グラフアルゴリズムにおける通信複雑性

とそれを用いた計算時間限界解析

計算機を相互接続したネットワークは，頂点を計

算機，辺を通信リンクと見なしたグラフによりモデ

ル化されるが，そのうえで基本的なグラフ理論的問

題 (最小生成木，最大フロー・最小カット等）を自

律分散的に計算するアルゴリズム（分散グラフアル

ゴリズム）の設計は理論的，工学的にみて自然な問

題設定である．これら分散グラフアルゴリズムの実

現において本質的に必要となる通信および時間コス

ト（計算量の下界）を明らかにすることを目指し研

究を遂行した．具体的には，[24]，[25]において，距

離オラクル問題，最小生成木問題に対する通信およ

び時間複雑性下界の改善を示した．また，研究期間

中の刊行には至らなかったものの，平面グラフ，部

分 k木に代表される，グラフ理論上重要なクラスに

ネットワークトポロジを制限した場合の結果につい

ても得ることができた．当初目標としていた，確率

的手法との融合的な研究にまでは研究期間内に到達

できなかったものの，その下地となる成果は得られ

たものと自負している．
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