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研究成果の概要（和文）：第一に、非古典論理の研究における証明論的手法と代数的手法の融合を求め、代数的
証明論のプログラムを推進した。結果として、順序代数の新しい完備化（超MacNeille完備化）や稠密化の手法
が得られ、ファジー論理のいくつかの体系について、標準完全性定理の代数的証明を与えることに成功した。第
二に、代数的・意味論的観点から関数型プログラミングの基礎研究（構成的証明論・ラムダ計算）を行った。特
に、伝統的証明論におけるΩ規則の技法が順序代数におけるMacNeille完備化と密接に関係することを見出し、
「論理のカット除去＝算術の１無矛盾性」という既知の対応を帰納的定義の諸体系へと敷衍した。

研究成果の概要（英文）：First, we have developed a research program called the algebraic proof 
theory, aiming at an integration of proof theoretic and algebraic methods in nonclassical logics. It
 has resulted in a new completion method for ordered algebras (hyper-MacNeille　completion) and a 
method for densification, leading to a purely algebraic proof to the standard completeness of 
various fuzzy logics. Second, we have studied the foundations of functional programming 
(constructive proof theory and lambda calculus) from the algebraic-semantic point of view. In 
particular, we have focused on the Omega-rule technique in the traditional proof theory and 
discovered an intimate connection with 
the MacNeille completion in ordered algebras. It has resulted in a generalization of the known 
correspondence between cut elimination in logic and 1-consistency in arithmetic to arithmetical 
theories of inductive definitions.

研究分野： 数理論理学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
「回り道を含む証明をまっすぐにすること」と「与えられた順序代数（ブール代数等）を完備化すること」の間
には密接な関係がある。証明と代数の間に見られるこの種の対応関係をなるべく多く見出し、系統化すること、
それにより伝統的に二分された証明論と（代数的）意味論の垣根を取り払い、両者の相乗効果で新しい成果を導
き出すこと、それが本研究の目標であり存在意義である。また数学基礎論的な証明論（数学理論の「強さ」を調
べる）とコンピュータ科学的な証明論（「証明＝プログラム」という観点から証明のダイナミズムを調べる）の
垣根を取り払うことにもつながる。このように本研究は様々な理論やアプローチを「橋渡し」する意義を持つ。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
非古典論理に関して、十数年前より代数的証明論という研究プログラムを推進してきた。基本
的なアイデア（カット除去＝完備化）およびフレームワーク（剰余フレーム理論）はすでに得
られていたものの、当該プログラムにはまだまだ発展の余地があった。一方で関数型プログラ
ミング基礎論（ラムダ計算）に関しては、過去に共通型（交差型）システムを用いたラムダ項
の高速計算の研究を行っており（2012 年 RTA 最優秀論文賞）、そのさらなる展開可能性を模
索しているところであった。 
 
２．研究の目的 
非古典論理およびラムダ計算における代数的・意味論的手法を推進すること。 
(1) 非古典論理の代数的証明論を継続・発展させる。特に非古典論理の証明論におけるさまざ

まな証明変形の技法が、代数的にも意味を持つことを明らかにする。そのために証明論に
由来する剰余フレームの理論をさらに発展させる。 

(2) ラムダ計算における共通型システムの意味論的基礎について研究する。ラムダ計算の共通
型と線形論理のスコット意味論の間に見られる対応関係を、他の型システム・意味論へと
敷衍し、応用可能性を探る。 

 
３．研究の方法 
概念定義と定理証明に基づく通常の数学的方法による。 
 
４．研究成果 
目的(1)について： 
① 証明論における超シークエント計算と順序代数における正準拡大のアイデアを融合し「超正
準拡大」の手法を確立した。これは、よい性質を保ちつつ FL代数を完備化するための手法であ
る。応用として、様々な非古典述語論理についてエルブランの定理を代数的に証明し、エルブ
ランの定理の代数的本質をとらえることに成功した。また、超シークエント計算における稠密
規則除去定理のアイデアを順序代数の文脈に持ち込み、与えられた全順序 FL代数を稠密化する
ための統一的手法を開発した。特に、ファジー論理の重要な体系の一つである uninorm logic
が標準意味論について完全であることの代数的証明を与えることに成功した。 
 
② 非古典論理の証明論を Brouwer 流の不動点定理と関連付ける研究を行った。Lukasiewicz の
無限多値論理（およびその下位論理）は、自己否定やその他の不動点演算子を加えても無矛盾
なことが知られており、その証明には普通 Brouwer の不動点定理が用いられる。本研究ではそ
の逆方向、つまり Lukasiewicz 論理＋不動点演算子の無矛盾性を証明論的に示すことができれ
ば、そこから Brouwer の定理が帰結することを示した。無矛盾性証明自体は未だ達成されてい
ないものの、関連成果がいくつか得られた。たとえば不動点演算子と矛盾しない部分構造論理
の範囲確定等が挙げられる。 
 
③ 抽象代数論理における一連の「橋渡し」定理の分析を行った（たとえば論理が局所演繹性を
持つことと、対応する代数クラスが合同拡張性を持つことの一致など）。橋渡しの本質は、論理
の theory からなる圏とそれに対応する代数がなす圏の間にある関手の存在に集約される。この
洞察に基づいて一連の橋渡し現象に見通しのよい説明を与え、論理における Robinson 性や局所
演繹性、性質のよいメタ選言を持つための条件に対して新しい特徴づけを与えた。 
 
目的(2)について： 
④ ラムダ計算の共通型システムと線形論理の表示的意味論（とくに整合空間意味論）との対応
関係を念頭においた上で、計算可能解析における表現の理論へと応用する研究を行った。実直
線、ユークリッド空間、連続関数空間などは整合空間を用いて表現することができる。すると
整合空間上の安定写像によって連続写像や連続作用素がぴったり表現できる。また興味深いこ
とに、整合空間上の線形写像は、実直線上では一様連続写像にちょうど対応する。このことか
ら、ハイネの定理（実直線のコンパクト区間上で連続性と一様連続性が一致すること）の計算
内容をあらわす安定写像が具体的に構成できる（松本慧氏との共同研究）。 
 
⑤ 伝統的証明論とラムダ計算の型理論を関連づける研究を行った。具体的には可術的・帰納的
な体系と非可術的な体系の比較という伝統的証明論以来の課題を取り上げ、そのための技法
（Buchholz のΩ規則）をラムダ計算の文脈にもたらす試みである。それにより多相型ラムダ計
算のパラメータフリーな部分体系について、強正規化定理を「可術的に」証明することに成功
した。またシステム Tを一般化し、反復帰納的データ型を持つ体系を考えると、それが上記の
パラメータフリーな部分体系と表現力において正確に一致することを証明した（秋吉亮太氏と
の共同研究）。 
 
最後に目的(1),(2)両方に関わる予期せぬ結果が得られた。 
⑥ (1)で述べた証明論への代数的アプローチが、単に部分構造論理をはじめとする非古典論理



だけでなく、普通の論理（高階古典論理、高階直観主義論理）や二階算術における伝統的証明
論の問題にも有用であることを示した。具体的には、(2)で述べた Buchholz のΩ規則が、代数
的証明論の核心にある MacNeille 完備化により基礎づけられることを示した。リンデンバウム
代数の完備化に限っていえば、Ω規則が真になるのは、それが MacNeille 完備化の場合に限ら
れることを示し、またΩ規則が一般には偽になることを示す反例を与えた。これらの結果によ
り前原・岡田の代数的カット除去証明法がパラメータを含まない場合にスケールダウンできて、
帰納的定義の有限回の繰り返しのみを許す算術の体系で形式化可能なことを示した。これらの
洞察は、膨大な歴史と文献により裏付けられた伝統的証明論に対して、新しく代数的アプロー
チを提示するものとして重要である。 
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