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研究成果の概要（和文）：統計，信号処理，機械学習などに現れる大規模な凸最適化問題に対して，近接勾配法
や座標降下法などを一般化した近接座標勾配法を提案した．さらにその手法の収束性の解析をした．特に，大域
的収束，一次収束するための条件を与えるとともに，最悪の場合での反復回数の見積もりを与えた．さらに，
L1-L2問題や金融工学に現れる実問題に対して適用し，効率よくそれらの問題の最適解が得られることを確認し
た．

研究成果の概要（英文）：We have proposed the proximal coordinate gradient method for large-scale 
convex optimization arisen in statics, signal processing, machine learning, and so on. The proposed 
method is a generalization of a variety of optimization methods, such as the proximal gradient 
method, the Newton method, and the coordinate descent method. We have investigated convergence 
properties of the proposed method. In particular we have given sufficient condition under which the 
proposed method converges globally and linearly. Moreover we have presented  its worst iteration 
complexity. We have applied it to some applications such as the L1-L2 optimization and the portfolio
 selection problem, and found that the proposed method can find a reasonable solution efficiently.  

研究分野： 数理最適化
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
 

凸最適化問題は以下のように記述される
問題である． 
 
    Minimize  f(x) 
        Subject to  x ∈ S 
 

ここで，f は凸関数，S は凸集合である．凸
最適化問題は，統計，信号処理，機械学習，
金融工学など，様々な分野に現れる重要な問
題である．また，エネルギー最適化，交通流
均衡の解析にも利用されている．これらの応
用問題では変数の数(ベクトル xの次元)が数
万にも及ぶことがある．本研究ではそのよう
な大規模な問題を考える． 
中小規模の凸最適化問題に対しては，内点

法など，ニュートン法に基づく手法が有効で
ある．しかし，上記のような大規模な応用問
題に対しては，毎回線形方程式を解かなけれ
ばならないニュートン法は適用できない．そ
のため，統計や信号処理などの分野では，線
形方程式を解く必要がない最急降下法やそ
れを発展させた近接勾配法が活発に研究さ
れていた．また，機械学習などにあらわれる
特別な制約を持つ凸最適化問題(サポートベ
クターマシンなど)に対しては，各反復で変
数の一部のみを更新する座標勾配法が有効
であることが報告されていた．研究開始当初
では，このような勾配型の手法はそれぞれ独
立に開発・研究されており，統一的な枠組み
で考察されていなかった． 
一方，凸最適化問題の解法を評価する基準

には様々なものがある．古典的な評価基準に
は，大域的収束や局所的な収束率(１次収束
など)があるが，これらの評価基準では，総
合的な計算時間を評価できなかった．そこで，
解が求まるまでに必要となる計算量の解析
が，研究開始のころから，注目を集めていた．
しかしながらこれらの解析は個々の手法に
おいて個別になされており，統一的には行わ
れていなかった．また，近接勾配法などは，
応用問題ごとに，特別な解法が設計されてお
り，理論的に大域的収束を保証するためには
特別な知識を必要としていた．そのため，応
用範囲が広く，大域的収束するための条件が
確認しやすい解法が求められていた． 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，(1) 大規模凸最適化問題

に対する一般化された勾配法(近接座標勾配
法)を提案し，(2)その理論的な収束性，特に
大域的収束性，１次収束際，最悪の反復回数
を解析し，(3)その解析に基づいた個々の勾配
法の設計指針を構築することである．近年，
エネルギーの最適化，ビッグデータ解析，金
融工学など，様々な分野で大規模凸計画問題
を解くことが求められている．それぞれの分
野では，個々の問題特性に応じて勾配法が設

計され，その計算量の解析がなされている．
本研究では，それらの勾配法を統一的に記述
できる近接座標勾配法を提案し，その計算量
の解析を行う．さらに，その解析結果と(解の
要求精度，関数の事前情報などの)個々の問題
特性に基づいて，統一に記述された近接座標
勾配法をその応用問題に特化して実装し，そ
の有効性を確かめる．また，近接座標勾配法
を，オンライン最適化や非凸な最適化問題に
おいても拡張することを考える． 
 
３． 研究の方法 

 
 従来の最急降下法，ニュートン法，近接勾
配法，座標降下法などを包含する，次の近接
座標勾配法を考える． 
 

1 argmin{ )( ) (k k Tf xx x P x     
   ) |( , , }

k

k k
j j kxB x x x j J  　　   

 
ここで， f は目的関数，P は実行可能集合の
表示関数(実行可能解であれば０，それ以外
であれば∞となる関数)あるいは正則化項を
表す．さらに，

k
B は凸関数 k によって構

成された Bregman 関数であり，集合 kJ は反復
k において更新する変数の添字集合である．
また，argmin は右辺の最小化問題(以下，部
分問題とよぶ)の解を表す．集合 kJ がすべて
の変数を含み，凸関数 k がｋによらず一定
のとき，近接勾配法となる．一方，凸関数 k
が２次関数のとき，座標勾配法となる．線形
計画問題に対する単体法もこの枠組みに入
るアルゴリズムである．このように，上記の
手法は，大規模な凸計画問題に対して，近年，
盛んに研究されている近接勾配法と座標勾
配法を統一的にあらわしている．近接座標勾
配法の収束性を理論的に解明すれば，既存の
近接勾配法や座標勾配法だけでなく，それら
を融合させたような新しい手法においても
同様の収束性を持つことがいえる．  
 研究代表者は，本研究課題を開始する以前
に，特別な問題に対する座標勾配法の１次収
束性を示している．また，制約がない微分可
能な凸計画問題に対して，Bregman 関数が２
次関数である近接座標勾配法(正則化ニュー
トン法)の計算量解析を行っている．それら
の収束理論を一般化することによって，近接
座標勾配法の１次収束するための条件を調
べる．さらに，計算量解析を行い，より高速
に収束するための必要となるBregman関数お
よび変更添字集合 kJ の条件を調べる．具体的
には以下のことを実施する． 
 
(1) 高速化手法の開発 
凸最適化問題に対する近接勾配法や座標勾
配法に対しては，Nesterov らによって計算量
が著しく減少する高速化手法が提案されて
いる．この手法を，近接座標勾配法に対して
も一般化することを考える． 
 



(2) 近接座標勾配法の拡張 
従来の近接勾配法や座標勾配法は凸最適化
問題に対して研究されている．一方，クラス
タリングに現れる混合ガウス分布の最尤推
定問題などは，凸最適化問題とはならない．
しかしながら，部分問題は凸な問題となるこ
とが多い．そのような問題に対して，近接座
標勾配法を拡張する．特に，EM アルゴリズム
(座標降下法の一種)の一般化を考える．また，
大規模なデータ解析においては，すべてのデ
ータを一度に処理するバッチ型手法よりも，
データを逐次的に処理するオンライン型手
法の方が効率がよいことがある．そこで，そ
のような応用を見据えて，オンライン型の近
接座標勾配法を考える． 
 
(3) 個々の応用問題に対する近接座標勾配

法の実装 
本研究の提案手法である近接座標勾配法を，
機械学習，金融工学，統計，エネルギー最適
化などの現れる大規模な凸計画問題に対し
て実装する．個々の問題は，それぞれ性質(制
約の数，目的関数の構造・微分可能性，要求
される解の精度)が異なっており，それらの
性質に応じて，適切な Bregman 関数，更新添
字集合 kJ を選択する．また，実装で最も重要
となるのは，近接座標勾配法の部分問題の解
き方である．それまでに得られている収束理
論と数値実験結果に基づいて，個々の応用問
題に対して，最適な部分問題の解法を考案す
る． 
 
４．研究成果 
 
上記の研究目的に対して，各年度において以
下のような研究成果が得られた． 
 
(1) 平成 25 年度 

① 近接座標勾配法の １次収束するた
めの条件を与えた．この近接座標勾
配法は上記の Bregman 関数を用いた
ものであり，座標降下法や inexact
な座標勾配法を特別な場合として含
む一般的なものである．提案手法が，
既存の最急降下法や座標勾配法と同
等のエラーバウンド性の仮定のもと
で１次収束することを示した．この
結果は，それまでに知られていた座
標降下法が１次収束する条件を緩め
るものである． 

② 順番に変数を更新するサイクリック
型のブロック座標勾配法の計算量解
析(最悪の反復回数の見積もり)を与
えた． それまでに，サイクリック型
のブロック座法勾配法に対しては， 
その計算量がＯ(N/e)となることが
知られていた．ここで，N はブロッ
クの数(あるいは変数の数)であり， 
e は求めたい最適解の精度である．
これに対して，新しい解析方法を導

入することによって，O(sqrt(N)/e)
となることを示した． 

③ 疎なデータ(0 となる要素が多いデ
ータ)をもつ大規模データ解析に近
接勾配法を応用した．そのようなデ
ータの例としてはテキストデータが
挙げられる．データ数が多い問題に
対しては，すべてのデータを一括で
処理するバッチ型の最適化手法より
も，データごとに書類するオンライ
ン最適化手法のほうが効率がよい．
そこで，オンライン型の近接勾配法
を考え，データの疎性を利用した高
速なアルゴリズムを開発した．さら
にその計算量が従来のオンライン近
接勾配法と同じになることを示した．
提案手法をテキストマイニングに適
用し， その有効性を確認した． 

④ ③のオンライン近接勾配法を金融工
学における資産配分問題に応用した． 
金融工学におけるユニバーサルポー
トフォリオは単純なオンライン勾配
法と同等であることに着目し，正則
化項などを加えたオンライン近接勾
配法に一般化できることを示した．
その結果，従来のユニバーサルポー
トフォリオで扱えなかったリスク指
標を用いたポートフォリオを構築で
きるようになった．さらに， オンラ
イン近接勾配法の解析手法を援用す
ることにより， 提案手法によって構
築されたポートフォリオの性質を明
らかにした． 

 
(2) 平成 26 年度 

① データ解析においては，与えられた
データから，潜在変数をもつ確率モ
デルのパラメータを最尤推定する問
題がしばしば現れる．たとえば，ガ
ウス分布を用いたクラスタリングは
そのような問題として定式化できる．
このような問題では，期待値計算と
最大化を繰り返しおこなう EM アル
ゴリズムがよく用いられる．その EM
アルゴリズムは，ある特別な関数に
対して，座標降下法を実施している
とみなすことができる．そのような
観点から，最尤推定問題の単純なモ
デルに正則化や制約条件を加えたよ
り現実的なモデルに対しても，EM ア
ルゴリズムを拡張した近接座標勾配
法によって解くことができることを
示した．さらに，混合ガウス分布の
推定問題において，L1 正則化項や分
散共分散行列においてある種の制約
条件を加えた場合でも，効率よく解
けるアルゴリズムを提案した．さら
に数値実験によって，従来の正則化
や制約がないモデルと比較して，少
ないデータ数でも精度のよい推定が



できることを確認した． 
② データ解析における重要な問題のひ

とつである回帰に対して， サポート
ベクタ回帰， ガウス回帰などよく利
用されるの多くの既存モデルを包含
する回帰モデルを提案した．さらに
その一般化されたモデルの Fenchel
双対問題に対して， 高速化近接勾配
法を提案し，数値実験によってモデ
ルの妥当性と，提案手法の高速性を
確認した． 

 
(3) 平成 27 年度 
① 線形等式制約つきの凸最適化問題

に対して，近接座標勾配法を適用す
る際の，効率的なブロック kJ  の構
成法の開発した． 前年度までに開
発してきた近接座標勾配法は制約
なしの凸最適化問題にしか適用で
きなかった．制約がある問題に対し
ては，各反復で更新する変数の組を
適切に選ばなければ，大域的収束を
保証することができない．既存のブ
ロック選択法は，計算量が変数の数
の二乗に比例し，大規模な問題では
適用することができなかった．そこ
で， 線形な等式制約があるときに， 
ブロックの候補を予め列挙し，各反
復ではそのブロックの候補集合か
らブロックを選ぶことを考えた．こ
うすることによって，各反復では， 
変数の数の線形時間で適切なブロ
ックを選ぶことができる．さらに，
大域的収束を理論的に保証するた
めの列挙基準を提案し，数値実験に
よって実際に大域的収束すること
を確認した．しかしながら，この基
準では制約条件の情報しか用いて
いないため， そのまま適用すると，
収束が遅くなることもあった． 

② 機械学習におけるハイパーパラメ
ータのチューニングに，近接勾配法
の一種となる手法を適用した．サポ
ートベクターマシンなど機械学習
の多くの数理モデルにおいては，デ
ータに直接起因しないモデル特有
のパラメータ(ハイパーパラメー
タ)をもつ．ハイパーパラメータを，
最適化するモデルパラメータと同
時に最適化を行うと，過学習が起き，
予測精度が悪化してしまうことが
ある．そこで，モデルパラメータと
ハイパーパラメータの最適化を独
立して行う非協力ゲームモデルを
考えた．そのモデルは，等価な変分
不等式問題として定式化できる．そ
の変分不等式モデルに対して，近接
勾配法を適用した．数値実験の結果，
少ないデータにおいても過学習せ
ずに，ハイパーパラメータがチュー

ニングできることを確認した． 
 

(4) 平成 28 年度． 
① オンライン勾配法の高速化として，

分散減少確率勾配法を考え，その効
率のよい実装方法を与えた．特に，
テキストマイニングなどに現れる
スパースなデータに対して，そのス
パース性を利用した効率の良い勾
配の計算方法を提案した． 

② 相関係数を最大化する問題に対し
て効率的に解くことができる座標
降下法を構築した．さらに，金融工
学への応用として，以下のようなポ
ートフォリオ最適化を考えた．まず，
ポートフォリオの構成と，そのポー
トフォリオの将来価値と相関の強
い経済指標の構成(線形和)を同時
に求める問題を相関係数の最大化
問題として定式化した．さらに，そ
れを座標降下法によって解くこと
ができることを示した．実際のデー
タを用いて，その有効性を確認した． 
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