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研究成果の概要（和文）：　非巡回有向グラフが定義し、潜在変数を1つ含むような、因子分析型のガウスグラ
フィカルモデルの識別可能性について、先行研究で得られている十分条件を大きく改良する、有用な組合せ論的
な十分条件の導出を行った。また、この一部の結果の離散のグラフィカルモデルの識別可能性への拡張を行っ
た。
　また、空間疫学モデルのホットスポット検出の多重性調整p値の正確計算アルゴリズムを、グラフ理論を用い
て改良し、実データを用いてその有用性を確認した。

研究成果の概要（英文）： We studied parameter identifiability of directed Gaussian graphical models 
with one latent variable. In the scenario we consider, the latent variable is a confounder that 
forms a source node of the graph and is a parent to all other nodes, which correspond to the 
observed variables. We give some useful graphical conditions that is sufficient for the model to be 
identifiable. 
 We also studied the problem of the evaluation of multiplicity-adjusted p-value
of scan statistics in spatial epidemiology. We use some notions on graph theory and proposed an 
efficient algorithm to compute multiplicity-adjusted p-value of the exact distribution of scan 
statistics. We also implemented the proposed algorithm and confirm the usefulness of it through some
 real data examples.
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１．研究開始当初の背景 
ビッグデータ時代となり、古典的な統計学的
手法では扱いきれなかった複雑な統計モデ
ルを用いたデータ分析手法の開発は、理論、
応用の両面で喫緊の課題であった。理論面で
は、スパース推定のように、古典的な数理統
計理論を越えた理論開発が望まれており、代
数学、組合せ論など、シーズ間の異分野交流
の中でのブレイクスルーが期待されていた。 
 
２．研究の目的 
本研究では、計算代数学、組合せ論を用いて、
大規模グラフィカルモデルの推測理論の構
築を目指した。特に、以下の問題に焦点をあ
てて研究を行った。 
 
(1) グラフィカルモデルは、分散構造が複雑
になると、モデルの識別可能性が自明でなく
なる。グラフィカルモデルの識別可能性の条
件は、多項式方程式の解が一意的であること
と等価であることが多く、したがって代数的
な問題と言える。ここでは複雑なグラフィカ
ルモデルの識別可能性問題を、組合せ代数の
手法を駆使して考察を行った。 
 
(2) 空間疫学では、ポアソンモデルを用いて、
多重性検定を行うことで、ホットスポットの
検出を行う。その際に問題となるのは、スキ
ャン統計量を用いた検定において、正確分布
に基づく多重性調整 p値の計算が困難である
ということであった。本研究では、空間的な
相関構造をグラフととらえ、グラフ理論的な
アプローチでアルゴリズムの改良を試みた。 
 
(3) 社会ネットワークの基本的な統計モデル
に p1 モデルがある。p1 モデルは、0 か 1 の
値のみを頻度に持つ分割表のモデルに対応
する。したがって、本質的に小標本で、標準
的な漸近分布に基づく適合度検定を用いる
ことは好ましくない。そこで、マルコフ基底
を用いた正確検定アルゴリズムの開発を試
みた。 
 
(4)   離散の説明変数を持つロジットモ
デルは、代数学の用語でローレンス持ち上
げといい、そのマルコフ基底の構造が複雑
になることが知られている。そのため、説
明変数が１つの非常に簡単なモデルを除け
ば、これまで理論的な成果はほとんど得ら
れていなかった。本研究では、代数学にお
けるアプローチにより、ロジットモデルの
マルコフ基底の導出を行い、有用な正確検
定アルゴリズムの導出を目指した。 
 
３．研究の方法 
(1) グラフィカルモデルの識別可能性の判
定は、代数的アルゴリズムにより理論的には
可能であるが、アルゴリズムが NP hard であ
るため、低次元の場合のみに限られる。本研
究では、まず低次元の識別判定結果を代数ソ

フトを用いて計算し尽くし、その判定結果を
見て、識別可能性のための十分条件に関する
予想を立て、理論的な検証を行った。 
 
(2) ホットスポット検出のような分析では、
自治体ごとにデータを採取し分析を行う。こ
こでは自治体の隣接の構造をグラフととら
えることにより、そのグラフの構造を利用し
て、スキャン統計量の多重性 p値の計算アル
ゴリズムの改良を試みた。 
 
(3) 代数学におけるグレーバー基底という
概念を適用し、その一部分を推移子にしたマ
ルコフ連鎖モンテカルロ法により正確検定
の実装が可能になると考え、グレーバー基底
の理論的な導出を目指した。 
 
(4) 代数幾何学における、ローレンス持ち上
げのグレーバー基底という概念が、ロジット
モデルのマルコフ基底に対応する。ローレン
ス持ち上げのグレーバー基底は、代数幾何学
の文脈で、いつかの理論結果が存在する。そ
こでの結果と、統計モデルとの関連を考察す
ることで、ロジットモデルのマルコフ基底と、
正確検定の実装アルゴリズムの導出を目指
した。 
 
４．研究成果 
(1) 本研究では、特に、非巡回有向グラフが
定義し、潜在変数を一つ含むグラフィカルモ
デルに着目し、その十分条件の導出を行った。
前述の通り、識別可能性条件は、多項式連立
方程式の解の一意性に帰着するが、これは多
項式連立方程式のヤコビ行列が列フルラン
クであることに対応する。本研究では、この
ヤコビ行列が列フルランクになるための十
分条件の導出を行い、多項式時間で計算可能
な有用な組合せ論的条件の導出に成功した。
具体的には、モデルを定義するグラフの補グ
ラフが奇サイクルを持つという、非常にシン
プルな十分条件が得られた。 
 また、多項式連立方程式の組合せ論的な構
造を利用して、再帰的に識別可能性をチェッ
クするアルゴリズムの導出も行った。具体的
には、モデルを定義するグラフにある sink 
node が、他のすべての node に隣接していな
い場合、その node を除去した部分グラフが
定義するモデルが識別可能であれば、元のグ
ラフが定義するモデルも識別可能であるこ
とを示した。この事実を用いれば、上の条件
を満たす sink node を順に除いて行って、低
次元の識別可能モデルにたどり着けば、元の
モデルも識別可能ということになる。この再
帰的アルゴリズムを用いると、ヤコビ行列に
基づく条件では識別可能と判定できなかっ
たモデルでも、識別可能と判定できるケース
が存在する。 
 本研究での結果は、Stanghellini and 
Wermuth(2005)の既存研究の結果を優越する
もので、有用な結果であると言える。また、



ここでの結果の一部は、離散のグラフィカル
モデルの場合にも適用が可能であることを
示すことにも成功した。しかし、やや結果が
不完全であるので、この点は今後の課題であ
る。 
 以上は、2013 年 9 月から 2014 年 9 月まで
に米国ワシントン大学で、Mathias Drton氏、
Dennis Leung氏と行った共同研究の結果であ
る。 
 
(2) 多重調整 p値は、条件付き確率の計算問
題に帰着する。しかし、高次元の離散分布の
場合、標本点が爆発的に増大するため、期待
値における和の計算が困難になる。本研究で
は、地域間の隣接構造をグラフととらえ、そ
のグラフの構造、特にグラフの分解を利用し
て、期待値の和の計算を分解し、計算量的に
大きく改善するアルゴリズムの導出に成功
した。また、胆嚢がんの疫学データなどの実
データに適用することで、その有用性を確認
した。 
 以上は、連携研究者である、統計数理研究
所の栗木哲氏との共同研究による。 
 
(3) p1 モデルのグレーバー基底があれば、そ
のうちの平方自由の成分のみを抽出するこ
とにより、MCMC 法による正確検定の実装が可
能になる。平方自由な要素のみを用いる理由
は、p1 モデルが、0か 1の頻度を持つ分割表
に対応することによる。実装アルゴリムズの
実現のためには、グレーバー基底の理論的導
出と、平方自由の成分のみをサンプリングす
るアルゴリズムの開発が必要であった。本研
究では、まず p1 モデルのグレーバー基底の
理論的導出に成功した。さらには、そのグレ
ーバー基底の平方自由の要素のみを効率的
にサンプリングするアルゴリズムを開発し、
p1 モデルの適合度検定の実装アルゴリズム
の提案を行った。また実データに適用し、そ
の有用性を確認した。 
 以上は、連携研究者である、滋賀大学デー
タサイエンス学部教授の竹村彰通氏、首都大
学東京の小川光紀氏（現在東京大学に在籍）
との共同研究である。 
 
(4) Petrovic(2008)は、ある種のローレン
ス持ち上げのグレーバー基底を代数幾何的
に導出している。本研究では、このローレ
ンス持ち上げが、実用的な計画行列を持つ
ロジットモデルに対応することを示し、そ
のモデルでは説明変数が複数ある場合も含
めて、マルコフ基底を明示的に導出できる
ことを示した。また、その結果を用いて、
正確分布に基づいた適合度検定のアルゴリ
ズムの導出を行った。 
 さらに、各説明変数の組に対して、1 以
上の標本が得られているという条件の元で
は、さらに簡単な構造を有するマルコフ基
底の部分集合を用いることにより、より広
いクラスのロジットモデルで正確検定を実

装することが可能であることを示すととも
に、実装アルゴリズムの提案を行った。 
 以上は、Illinois Institute of Technology
の Sonja Petrovic 氏、Dane Wilburne 氏と
の共同研究により。 
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