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研究成果の概要（和文）：(1) 両側切断データは左側切断と右側切断の間においてのみデータが観測されるサン
プリングである. この両側切断データのもとで, 分布関数の Nonparametric maximum 推定量を 
self-consistency algorithm によって求める方法を提案し, 漸近的な挙動を調べtた. (2) サンプリングメカニ
ズムを正しく設定しないと母集団の分布の母数の推測にたいしては偏りが生じる. この論文では, 生存データ解
析で重要な両側切断データを扱い, 特殊指数分布族における未知母数の最尤推定量の漸近的な性質について評価
を行った. 

研究成果の概要（英文）：(1) Doubly truncated data consist of samples whose observed values fall 
between the right- and left- truncation limits. With such samples, the distribution function of 
interest is estimated using the nonparametric maximum likelihood estimator (NPMLE) that is obtained 
through a self-consistency algorithm. 
(2) Biased sampling affects the inference for population parameters of interest if the sampling 
mechanism is not appropriately handled. This paper considers doubly-truncated data arising in 
lifetime data analysis in which samples are subject to both left- and right-truncations. To correct 
for the sampling bias with doubly-truncated data, maximum likelihood estimator (MLE) has been 
proposed under a parametric family called the special exponential family (Efron and Petrosian, in J 
Am Stat Assoc, 1999). 

研究分野：数理統計学、多変量解析
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１．研究開始当初の背景 
観測変数間に相関がある多次元のデータの
統計的解析の手法と理論の体系である多変
量統計的解析は，1959 年に刊行された T.W. 
Anderson による成書（最新版は 3 版）を
基礎として，その手法の体系と理論は精緻化
や一般化が行われてきた．一方，計算機の計
算能力やデータ収集・蓄積能力の飛躍的な向
上により，標本数よりも観測変量の次元が大
きなデータ（いわゆる高次元データ）や 
T.W. Anderson の著書にある古典的なアプ
ローチ（古典的なアプローチという）を超え
た複雑な構造を持つデータに対する統計手
法が様々なアプローチから提案されている． 
これらのデータに対する統計手法の導出と
その最適理論を考える上で，古典的なアプロ
ーチでは未解決な本質的な困難が存在する．
データ間の相関構造を推測するための統計
量である経験分散共分散行列が特異（その行
列式がゼロになり，逆行列を持たない）とな
ることである．さらに，スパースな大規模母
数行列をいかに adaptive に推測するかと
いう点である．これらの困難を解決するため
の統計手法の構築と手法の精度評価を目的
とした研究は，現代統計科学のひとつの大き
な流れとなっている．さらに，Compressed 
sensing や画像認識といった観点からも注
目されている．本研究では，近年の計算機環
境の劇的な変化を見据えつつ，分野横断的な
数理理論を援用し，行列値統計量に関わる統
計的決定理論の深化を目指す． 
２．研究の目的 
研究目的（概要）に上げた (1) から (5) まで
の各項目をどこまであきらかにしようとす
るかは以下のとおりである． 
(1) 等質錐上のウィシャート分布の推測離
論：多変量解析の理論において中心的役
割を果すウィシャート分布は正値対称行
列の空間に値を取る分布である．この分
布は，Wishart~(1928, Biometrika) によ
る確率密度関数の一般形の導出に始まり，
ランダム行列理論の重要なモデルでもあ
る．等質錐（推移的な作用群をもつ凸錐
体）に値を取る分布としてウィシャート
分布族を Graczyk and Ishi は非常に見
通しよく拡張されている．彼らの理論の
本質は，Euclid 空間から等質錐がなす空
間への２次写像による多変量正規分布の
像としてウィシャート分布族を定義し，
等質錐の双対錐によりウィシャート分布
族を母数付けしたことにある．結果とし
て，誘導された標本空間（統計量が値を
取る空間）と母数空間（直観的には，多
変量正規分布の分散共分散行列の逆行列
の成す空間）との間の双対構造から自然
に導入される群がそれぞれの空間に推移
的に作用する．これは，甘利により提唱
された情報幾何で論じられる構造と同じ
ものであり，自然指数分布族の観点とも
同じである．彼らのウィシャート分布モ

デルは，ガウジアングラフィカルモデル
やモノトーンパターンの欠損値データに
対する多変量正規モデルなど見かけ上は
異なるモデルを統一的に扱う枠組みを提
示する．そこで，古典的なアプローチで
は，ウィシャート分布の母数に関わり個
別に扱われてきた統計的推測理論を統一
的な観点から研究を進めること目指す．
すなわち，尤度比検定統計量の漸近分布
論，不変推定法，ベイズ推定法などを統
一的に論するための一般化された多変量
解析推測理論の新たな枠組み構築するこ
とを目指した． 

(2) 等質錐上の新たな統計モデル：Graczyk 
and Ishiの理論は多変量正規分布の測度
に基づくものである．統計手法の頑健性
などを考察する上で，正規分布の混合分
布の確率測度の２次写像の像として得ら
れる統計モデルは重要である．このよう
な観点から等質錐上の多変量統計モデル
の構築を目指した． 

(3) 多様体上の統計モデル：複素平面上のメ
ビウス変換により，実数上に分布する t 
分布から円周上の分布族が定義できる．
これは実数上で定義された確率測度を変
換で誘導するという考え方に基づいて行
われている．この観点からみると課題 
(1) と (2) の研究の着想が，コンパクト
な多様体（円周は端的な例）上の確率分
布族の導出に重要な役割を果すことが期
待される．円周上の確率分布族の多変量
バージョンへの拡張を調和解析学の観点
から目指した．さらに，拡張されたウィ
シャート分布族の理論に基づき，多様体
上の統計モデルの統一的な研究を目指し
た.  

(4) 低ランク行列母数の推定問題：多変量正
規分布の未知母数（平均ベクトルや分散
共分散行列など）の推定問題は基本的で
重要である．観測データに基づいて未知
母数を推定する基本的な方法は最尤推定
法である．一般に，最尤法は漸近的有効
性を持つことが知られている．しかし，
標本数を有限としたときに，平均自乗誤
差などの自然な危険関数のもとで推定問
題を考えると最尤推定量は非許容的であ
り，最尤推定量は最適でないことが知ら
れている．高次元データの解析に有用な
多変量回帰モデルにおいて，回帰係数行
列がスパース（低ランク）であるという
仮定のもとで回帰係数行列の推定理論を
扱うことは重要な問題である．すなわち，
ノイズにより観測される行列値統計量は
フルランクであるが，低ランクの回帰係
数行列をより高い精度でどのように推定
するかという問題を統計的決定問題の枠
組みで考えることである．Stein の不偏
リスク推定(SURE 法)を一般化すること
により，スパース（低ランク）な回帰係
数行列の adaptive な推定手法を構築し，



その理論的な性質を検討する．さらに，
考案した手法の精度の数値的な評価も行
う． 

(5) 経験分散共分散行列が特異な場合の多変 
量正規分布の平均ベクトルの縮小推定
法：特異なウィシャート行列に関する部
分積分の公式を Konno は導出した．こ
れにより，経験分散共分散行列の一般化
逆行列の期待値の評価が可能になった．
これは，実多変量正規モデルだけでなく
複素多変量正規分布モデルも含む結果で
ある．この結果を用いて，経験分散共分
散行列が特異な場合の実および複素多変
量正規分布の平均ベクトルの縮小推定量
を導出することを目指す．さらに，高次
元データに基づく判別分析や共通平均問
題等の関連した問題に対しても縮小型推
定量の導出を試みる． 

 
３．研究の方法 
独創性の高い共著研究論文を評価の確立し
た国際的な学術雑誌に発表するために，専門
性の高い研究者(連携研究者と研究協力者)
の知見の交換と研究討論を手段として，それ
ぞれのアイデアを本質的に融合させて研究
を進めていく．さらに，本研究に関連する最
新の研究動向を的確に把握するための研究
情報収集をしっかりと行うことが肝要であ
る．本研究期間の前半は理論的な研究を中心
に行なっていく．理論的な研究成果の進捗に
合わせて順次数値的な検証も進めていく．国
内と海外の専門家によって構成されている
研究体制は，本研究目的を達成するために， 
必要かつ妥当なものである．本研究と関連す
る同研究プロジェクトおよび共著論文発表
を含めた研究交流を密に行っている研究者
による体制である． 
４．研究成果 
(1) 両側切断データとは，右側切断と左側切
断の間でデータが観測されるサンプリング
である. このサンプリングメカニズムのも
とで，分布関数のノンパラメトリック最尤推
定量を self-consistency アルゴリズムに
よって求め, その漸近的な挙動について評
価を行った. 求めたノンパラメトリック最
尤推定量は表現形式が複雑であるので, 実
際の計算を敢行することは難しい. その困
難を解決するために, ブートストラップ法
の適応が考えられる. 本研究では, ノンパ
ラメメトリック推定量の漸近分散共分散行
列を陽な形で求めた. さらに, 区間推定法
や適合度検定の手続きを提案した.  
(2) 両側切断データのもとで特殊指数分布
族を考え, 未知母数の最尤推定量の漸近的
な挙動について評価をおこなった. 本研究
では, 古典的な極限定理を不同一独立分布
の仮定のもとでの極限定理に置き換えるこ
とで, 漸近分布について成果を得た. さら
に，標準誤差の漸近表現を用いて, 区間推定
法の提案を行った.  
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