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研究成果の概要（和文）：本研究では大規模線形方程式の数値求解において重要な前処理（線形方程式が良条件
となるような求解アルゴリズムの構築方法であり求解性能改善が期待される）に関する分析を実施した．特に双
ランチョス型解法（線形方程式に対する双対系が構成される解法）の基本でもあるCGS法の前処理付きアルゴリ
ズム(PCGS)を取り上げ，その改善版と従来版とを比較分析し，新たな知見として以下の事柄が確認された：我々
が提案した改善版PCGSは左前処理系に準じ，従来の典型的な2種類のアルゴリズムの各々の長所を有する．双ラ
ンチョス型の前処理付きアルゴリズムでは，前処理系の方向は双対系の初期残差ベクトルの構成と設定により切
り替わる．

研究成果の概要（英文）：In this study, we analyzed preconditioned bi-Lanczos iterative algorithms, 
which assume the existence of a dual system. Various iterative methods are often used in conjunction
 with preconditioning that improve the properties of linear equations; such typical algorithms are 
preconditioned CGS (PCGS) or preconditioned BiCG (PBiCG). Especially, we discussed a variety of PCGS
 algorithms including improved PCGS, by comparing two typical PCGS, and we analyzed the structure of
 the solution vector for each Krylov subspace. Further, we analyzed the structures on the 
polynomials of the PBiCG algorithms that correspond to the above PCGS. The improved PCGS has been 
verified as a coordinative to the left-PCGS, and it has the advantages of both the conventional and 
the left-PCGS. And, we showed that the direction of the preconditioned system of the bi-Lanczos 
algorithms can be switched by the construction and setting of the initial residual vector of the 
dual system.

研究分野：数値解析学

キーワード： 大規模行列計算　クリロフ部分空間法　前処理系
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
 

近年，自然科学や工学領域における様々な
現象解明が益々盛んであり，数値シミュレー
ションによる予測や検証が不可欠となって
きている．それらの現象解明では，多くの場
合，大規模な疎行列を係数行列に持つ線形方
程式(Ax=b)の求解に帰着され，如何に高速か
つ高精度で安定に求解するかが重要であり，
ここでは，アルゴリズムの求解品質が大きな
鍵である． 

それら線形方程式は，CGS (Conjugate 
Gradient Squared) 法などクリロフ部分空
間(KSP: Krylov subSPace) 法に基づく反復
解法を用いて求解されることが多い．さらに，
求解問題の性質を改善し収束性を向上させ
る前処理技法の適用の効果も大きく，基本の
反復解法を前処理変換した前処理付きアル
ゴリズムの形態で使用される．ここで，前処
理変換の設計が悪いと，どの前処理演算を用
いても求解には至らないこともあるため，前
処理付きアルゴリズムを適切に構築（記述）
することは極めて重要である． 
ところが，我々のこれまでの研究により，

従来から国際的標準として使用されている
PCGS (Preconditioned CGS, 前処理付き
CGS) の記述と前処理変換には数理的に非
合理的な点があることが確認され，その改善
版を提案した． 
このような前処理付きアルゴリズムの改

善は CGS の場合に限らず，数理的原理の異
なる他の多くの解法についても我々の改善
手法は有効であると考えている． 
 
２．研究の目的 
 

我々の先行研究にて，従来から国際的に標
準とされている前処理技法には非合理的な
問題が潜在していることを指摘し，それを改
善した合理的な適用法を提案した．本研究で
は，この合理的手法を発展させる．さらに，
従来から使用されてきている計算コードに
僅か数行の数式記述を追加するだけで簡便
に改善できる簡易実装方法の一般化にも取
り組む． 

上述の先行研究を発展させるよう下記を
実施し，様々な KSP 法の求解性能を飛躍的
に改善できることを明らかにすることが本
研究の目的である． 
1. 前処理系の数理面に対する考察を行いな
がら，我々の改善版適用の可能性について検
証する．このような解析結果の応用として簡
易実装版も開発する． 
2. 様 々 な 解 法 の 核 で あ る BiCG 
(Bi-Conjugate Gradient)自体の改造や BiCG
部分を他の解法に置き換えた前処理付きア
ルゴリズムを導出する． 
3. 複数の評価方法を用いて，アルゴリズム
求解特性（収束性や求解状況など）の分析・
評価を実施する． 

３．研究の方法 
 
我々の先行研究では，PCGSやPBiCGStab 

(Preconditioned Bi-Conjugate Gradient 
Stabilized)の合理的な改善方法を提案し，す
でに良好な結果が得られている．しかし，改
善版の求解特性の原理に対する解析や，非合
理的であるはずの従来版でも，何故そこそこ
に前処理の効果があるのかという謎に対す
る解析は未着手である．これらの解析を行い
ながら，本研究では「２．研究の目的」に挙
げた３点に向けて，様々な KSP 法の求解性
能を向上させるよう下記 A)～C)を実施する． 
 
A) 前処理無しの時点での解法の等価性に関
する解析： 

CGS 法は BiCG 法を基にして導出され，数
理的には両者は等価な関係である．この点に
注目して，様々な PCGS アルゴリズムに対応
する PBiCG (Preconditioned BiCG)を導出
し解析する．ここでは，左前処理系と呼ばれ
る PCGS アルゴリズムにも注目し，従来版
PCGS と 2種類の改善版 PCGS に対し，これ
ら 4種類の PCGS を体系的に分析する．  
B) 残差多項式と初期残差ベクトルの前処理
系に対する解析： 
様々な KSP 法を特徴付ける要素の一つで

もある，アルゴリズム中の残差ベクトルと初
期残差ベクトルなどの構造にも注目し，その
前処理系の構造について解析した．これによ
り，従来版の求解特性についても分析する． 
C) 様々な数値実験から得られる求解性能デ
ータに対する分析と評価（改善効果の検証）： 
上述の A)，B)を実施しながら，その検証と

して当項目を実施する． 
 
４．研究成果 
 
本研究の中で解く大規模線形方程式を， 

Ax = b             (1) 

と表す．ここで，A は n×n 係数行列，x は解，
b は右辺項で共に n 次のベクトルである． 

(1)の数理的性質を改善が期待される前処
理とは，A を近似する前処理行列 M を用い， 

   
L RA M M M   

により，(1)を 

  1 1 1
L R R LM AM M x M b        (2) 

と変換することに相当する．ここで，ML=M, 
MR=I（I：単位行列）のとき左前処理変換，
ML=I, MR=M のとき右前処理変換と言う．し
かし，実際には(2)の求解と等価となるよう解
法の方を前処理変換し導出された前処理付
きアルゴリズムを用いて(1)を求解する． 

(1)に対する反復求解において，第 k 回目 
(k=1,2,…)の反復にて算出される数値解を xk

と表し，その時の残差ベクトルを 

rk = b - Axk 

と表し，反復前の初期残差ベクトルを 



r0 = b - Ax0 

と表す．また，各反復にて拡張される次の部
分空間をクリロフ部分空間(KSP)と呼ぶ． 

 2 1
0 0 0 0 0( ; ) span , , , , k

k A r r Ar A r A r   
CG 法や BiCG 法で算出される解と KSP と

は次の関係であり， 

0 0( ; )k kx x A r   

CGS 法や BiCGStab 法など積型反復法と呼ば
れる解法では 1 反復に付き空間が 2 次元拡張
されるため， 

0 2 0( ; )k kx x A r   

である． 
 
（１）従来版 PCGS と改善版 PCGS に対す
る様々な前処理演算による比較 
 

CGS 法は BiCG 法に対する式変形と変数
変換により導出される．ここで現れる定理や
手順等を前処理系に適用したとき，改善版
PCGS (Alg.1)が導出されることを検証し，あ
らためて前処理系における定理として一般
化した． 
数値実験により，様々な前処理演算を用い

て従来版と改善版との求解性能を比較した
ところ，従来版では求解不可能な問題であっ
ても，多くの場合，改善版では相対誤差が十
分な精度で求解できたことを確認した． 

この研究項目は，「２．研究の目的」の 1),3)
に該当し，「３．研究の方法」の B),C)に基づ
き実施した．ここでの成果は「５．主な発表
論文等」に記載した〔雑誌論文〕③として発
表した． 
 
Algorithm 1: 改善版 PCGS 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
（２）４種類の PCGS の数理構造の分析 
 
ここでは，上述の従来版 PCGS に加え，左

前処理系 PCGS，および，改善版 PCGS の別
版も交え，それら４種類の PCGS について比
較分析した．４種類の PCGS の概要は次のと
おりである． 
 

■ 右前処理系（右系：Conventional PCGS） 
従来版 PCGS．多くの数値計算ライブラリ

やアルゴリズムの記述である． 
・アルゴリズム中の残差ベクトルの構造： 

  1
k k kr b AM Mx b Ax       (3) 

・生成される KSP と解の構造： 

 1
0 2 0;k kMx Mx AM r   

解に対して前処理行列が作用している． 
■ 左前処理系（左系：Left-PCGS） 
数値シミュレーション領域のアルゴリズ

ム記述でよく用いられる． 
・アルゴリズム中の残差ベクトルの構造： 

 1 1 1
k k kr M b M Ax M b Ax        (4) 

・生成される KSP と解の構造： 

 1
0 2 0;k kx x M A r   

解に対して前処理行列が作用していない． 
■ 改善版（Improved1, 2 PCGS） 
右系・左系両方の長所を有している（改善

版 1 と 2は等価．Alg.1 は Impr1 PCGS）． 
・アルゴリズム中の残差ベクトルの構造： 

k kr b Ax            (5) 
・生成される KSP と解の構造： 

 1 1
0 2 0;k kx x M AM r     

解に対して前処理行列が作用していない． 
 
上記の中でアルゴリズム中の残差ベクト

ルが本来の構造（
k kr b Ax  ）を保持してい

るのは右前処理系と両改善版である．一方，
左前処理系は本来の残差ベクトルに対し前
処理演算が作用しており，本来の構造を保持
していない．この点では右前処理系と両改善
版の方が良い． 
次に，生成される KSP と解の構造に注目

すると，左前処理系と両改善版は解 kx を直接
構成している．一方，右前処理系は解に対
し前処理行列が作用しており，本来とは異な
る形態の解を構成する KSP が生成されてい
る．この点では左前処理系と両改善版の方が
良い． 
以上から，両改善版は左・右前処理系の長

所を兼ね備え，短所が改善されているアルゴ
リズムであることが数理的に確認できる． 
数値実験では厳密解 exactx を用意し，収束

時の数値解との誤差を相対誤差ノルムによ
り評価した．反復回数の上限は 1000 とし
た． 
表 1 はアルゴリズム中の残差ベクトルに

より収束した時の相対誤差ノルムである．
ここで収束判定は，右前処理系(Conv.)と両
改善版(Impr1,2)では，Alg.1 中の残差ベク
ト ル （ 式 (3),(5) の 構 造 に 基 づ く ）

12
1 10kr b 
  を用い，左前処理系(Left)では，

Alg.1 中の残差ベクトル（式(4)の構造に基
づく） 1 12

1 10kr M b 
  を用いた． 
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表 1. ４種類の PCGS の求解性能；上段:相
対誤差ノルム(log10)，下段の( )内:アルゴリ
ズム中の残差ベクトルにて収束するまでの
所要反復回数 

Matrix Conv. Left Impr1 Impr2 

bfw782a -10.44 
(93) 

-12.33 
(84) 

-12.22
(84)

-11.71
(75)

olm5000 4.22 
(Stag.) 

-10.64 
(38) 

-8.05
(34)

-8.00
(33)

poisson- 
3Db 

-10.33 
(122) 

-13.31 
(119) 

-13.39
(123)

-12.07
(117)

visco- 
plastic2 

-4.68 
(812) 

-7.54 
(775) 

-8.69
(844)

-8.84
(886)

watt__1 -5.96 
(27) 

-12.63 
(41) 

-9.77
(35)

-9.77
(35)

 
表 2. ４種類の PCGS の求解性能；上段:相
対誤差ノルム(log10)，下段の( )内:真の残差
ベクトルにて収束するまでの所要反復回数 

Matrix Conv. Left Impr1 Impr2 

bfw782a -10.44 
(Stag.) 

-12.23 
(84) 

-12.22
(84)

-11.71
(75)

olm5000 4.22 
(Stag.) 

-8.28 
(31) 

-8.05
(34)

-8.00
(33)

poisson- 
3Db 

-10.33 
(Stag.) 

-12.95 
(113) 

-13.39
(123)

-12.06
(Stag.)

visco- 
plastic2 

-4.68 
(Stag.) 

-8.01 
(Stag.) 

-8.95
(Stag.)

-8.93
(Stag.)

watt__1 -5.96 
(27) 

-9.77 
(35) 

-9.77
(35)

-9.77
(35)

 
表 2 は真の残差ベクトルにより収束した

時の相対残差ノルムである．ここでの収束
判定はいづれのアルゴリズムに対しても 

12
1ˆ 10kr b 
  を用いている．ここで，

1 1k̂ kr b Ax   である． 
これらの実験をとおして，右前処理系

(Conv.)は精度不十分な結果が多いことが確
認された．表 1 から，左前処理系が両改善版
よりも高精度な結果(olm2000, watt__1)と逆 
の状況である結果(viscoplastic2)が確認され
た．しかし，真の残差ベクトルにて全アルゴ
リズムとも同じ収束判定を用いた場合は，表
2 のとおり，左前処理系と両改善版（特に
Impr1）とは大きな差は無い． 
これら表 1,2 の結果からは，左前処理系が

望ましいようにも思われるが，収束判定が異
なるため，左前処理系では「表面上の収束」
が生じ易い．アルゴリズム中の残差ベクトル
（例えば，Alg.1 中の rk+1）による相対残差ノ
ルム

1kr b
では十分な精度で収束している

ものの，その時に算出された数値解を用いあ
らためて真の残差ベクトル(4)により算出し
た真の相対残差ノルム

1k̂r b
では，精度が悪

い場合がある．これを「表面上の収束」と表
現する． 

そのような状況をまとめたものが図 1であ
り，ここでは， 12

1 10kr b 
  の精度で収束し

ているが， 8
1ˆ 10kr b 
  の精度も満たしてい

ない場合を表面上の収束とした． 

図 1.  様々な求解問題に対する各 PCGS ア
ルゴリズムの求解状況（青枠にて区別）．各
枠内は 9 種類の前処理演算(点ヤコビ, ILU, 
SSOR, Hybrid, I+S, SAINV, SA-AMG, 
Crout ILU, ILUT)の性能を表示．グレーは表
面上の収束の発生を表す，各々におけるグレ
ーの件数；Conventional PCGS(左枠:24件)，
Left-PCGS( 中央枠 :52 件 )， Improved1 
PCGS(右枠:18 件) 
 
本研究では，従来から用いられてきた右前

処理系の PCGS アルゴリズムは求解状況が
悪く，左前処理系の PCGS アルゴリズムでは 
表面上の収束が生じることを示した． 
改善版 PCGS では，反復部分の前処理演算

数を増やさずに 2タイプの残差ベクトルの情
報を持っている．今後の研究課題として，こ
れらの情報を活用して，さらなる求解性能向
上にも取り組んでいる． 
この研究項目は，「２．研究の目的」の 1),3)

に該当し，「３．研究の方法」の A),C)に基づ
き実施した．ここでの成果は「５．主な発表
論文等」に記載した〔雑誌論文〕①として発
表した． 
 
（３）４種類の PBiCG における比較分析，
および，前処理系の方向に関する考察 
 
 ここでは，（２）で分析した４種類の PCGS
に対応する４種類の PBiCG アルゴリズムに
ついて分析した．解法の歴史的には BiCG 法
から CGS 法が導出されたが，本研究では，
PCGS の特性を分析するために，解法の基本



原理に遡ったという位置付けである．
(P)CGS 法では，表面上，双対系（シャドウ）
に関する情報は初期シャドウ残差ベクトル
のみであるため，数理上の関連をより明確に
するよう双対系の残差ベクトルと探索方向
ベクトルが明示される(P)BiCG 法に遡った
分析を実施した． 

４種類の PBiCG は各々異なるアルゴリズ
ム記述であり，等価な関係の Impr1 PCGS
に対応する PBiCG (Standard PBiCG)と
Impr2 PCGS に対応する PBiCG 以外はアル
ゴリズム中の残差ベクトルの振舞いも異な
る．ところが，アルゴリズム中の各ベクトル
の多項式構造を分析すると，これらの PBiCG
の反復部分は全て数理的に同じ構造である
ことが確認された．さらに，Standard PBiCG
の反復前の  

 # #
0 0 0 0, 0, e.g., ,r r r r      

にて，初期シャドウ残差ベクトル(ISRV)の構
成と設定の変更により，下記のとおり，前処
理系の方向が切り替わることが理論的にも
確認された． 

# 1
0 0r M r   ：左前処理系 

 # 1
0 0

T
R Lr M M r  ：両側前処理系 

 #
0 0

Tr M r    ：右前処理系 

これは単なる初期値の違いという短絡的
な話では無く，簡易実装を実現するための仕
組みとなることも分かった． 

一方，従来からの典型的なアルゴリズム記
述では #

0 0r r とされており，この場合，前処
理系は上記３種類のいずれにも当てはまら
ず，良いアルゴリズムとは言い難い． 

この研究項目は，「２．研究の目的」の 2)
に該当し，「３．研究の方法」の A),B)に基づ
き実施した．ここでの成果は「５．主な発表
論文等」に記載した〔雑誌論文〕②として発
表した． 
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