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研究成果の概要（和文）：対称群のヤング部分群に関する一般バーンサイド環のユニット元と被約レフシェッツ加群，
トム・ディエック準同型との間に関係があることを示した。より詳しく述べるならば、我々は、対称群のヤング部分群
に関する一般バーンサイド環の非自明な単元をトム・ディエック準同型の言葉を用いて特徴付けたということになる。
結果として、その環の単元群はトム・ディエック準同型による準同型像に含まれるという事実を得た。その結果に関す
る論文を学術雑誌に投稿した。
二面体群のパラボリック部分群に関する一般バーンサイド環の単元群の階数が2であることを証明した。その結果に関
する論文を学術雑誌に投稿した。

研究成果の概要（英文）： We showed that there is a relation between the unit element of the generalized 
Burnside ring of a symmetric group relative to the Young subgroups, the reduced Lefschetz module and the 
tom Dieck homomorphism. More precisely, we characterized a non-identity unit of the generalized Burnside 
ring of a symmetric group relative to the Young subgroups in terms of the tom Dieck homomorphism. 
Consequently, we have shown that the unit group of the ring is included in the image by the tom Dieck 
homomorphism. We have submitted to a paper of the result to a journal of mathematics.
We showed that the rank of the unit group of the generalized Burnside ring of a dihedral group relative 
to the parabolic subgroups is two. We have submitted to a paper of the result to a journal of 
mathematics.

研究分野： 有限群の表現論

キーワード： バイセット関手　バーンサイド環　一般バーンサイド環　対称群　二面体群　単元群

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
マッキー関手、グリーン関手、丹原関手等、
有限群の同変理論における研究対象で最も
基本的であり重要な研究対象のひとつに、有
限群 G のバーンサイド環  Ω (G) がある
（[Bouc-Biset], [Bouc], [Dr86], [GP00] 参
照）。1960 年代に、L. Solomon が有限群の誘
導定理に関連する事実を証明する際に導入
した（[So67]参照）。２０世紀初頭のバーンサ
イドによる「有限群論」で紹介されたテーブ
ル・オブ・マークスに由来する（[Bu1910]）。
それは、有限 G-集合の圏の直和に関するグロ
タンディーク群に、直積を線形に拡張するこ
とにより定まる積を与えた可換環として定
義される。以下のように、有限群のあるクラ
スの特徴づけをΩ(G)の言葉を用いて与えら
れるという Dress の定理はこの分野の研究
の最も顕著な結果と言えるであろう。 
 
 
定理（Dress） 
G を有限群とする。このとき G が可解群であ
るための必要十分条件は、Ω(G)の単位元が原
始的であることである。 
 
 
Ω(G)の係数を有理数体 Q に拡大した環を Q
Ω(G)と書く。QΩ(G)のべき等元のうち、2
倍してΩ(G)に含まれるもの全体の集合とΩ
(G)の単元群との間には全単射が存在する。従
って上の定理を用いることにより、Ω(G)のユ
ニット群の構造は G の可解性と関連がある
ことがわかる。G の可解性に関連した様々な
研究結果がある。特に「G の位数が奇数なら
可解である」といういわゆるファイト－トン
プソンの定理と「Ω(G)のユニット群の位数が
2 である」という命題が同値であることがト
ム・ディエックにより指摘されたことから、
ユニット群の重要性は飛躍的に高まった
（[to79]）。 
 
 Ω(G)は、有理整数環の直積に成分ごとの積
で与えられる環（ゴースト環）への単射環準
同型を用いて実現可能であるから、その単元
群は基本可換 2-群であることがわかる
（[Bo07], [BP07], [Ma82], [to79], [Yo90a]参
照）。計算機を用いることで、小さな有限群 G
のΩ(G)の単元群の基本可換 2−群の階数は計
算できる（[BO07]参照）。しかし、その、構
造を究明するための一般論が十分には存在
していなかった。そこで、Ω(G)の単元群の究
明のために、その部分環で単元群の構造が比
較的容易であるようなものの決定を行うこ
とには十分意味があるように思われた。 
 バーンサイドが考案したテーブル・オブ・
マークスと呼ばれる正方行列は、のちに、有
限 G-集合の圏の、既約な対象の間の射の集合
の要素の個数として理解できることがわか
ってきた。1990 年に吉田はマッキー関手や

グリーン関手の一つの一般化を目指し、一般
バーンサイド環を定義し、その性質を研究し
た（[Yo90b]参照）。G を有限群とする。G の
部分群の族 X は、条件「H が X の元ならば
gHg^{-1}も X の元である」 
を満たすものとする。さらに 
条件 (I)「H と K が X の元ならば H と K の
共通部分も X の元である。」 
と 
条件 (G)「X は G を含む。」 
を満たすと仮定する。このとき、有限 G-集合
S は、その任意の元の安定部分群がすべて X
の元であるならば、(G,X)-集合と呼ばれる。
(G,X)-集合と G-写像からなる有限 G-集合の
圏の部分圏を（G,X）-集合の圏と呼ぶ。（G,X）
-集合の圏には余積が存在する。（G,X）-集合
の圏の余積で得られるグロタンディーク群
に、マーク準同型を用いて定義される積を用
いて、一般バーンサイド環Ω(G,X)が定まる。 
条件(I)と(G)によりΩ(G,X)はΩ(G)の部分環
であることが示される。一般に、Ω(G,X)はΩ
(G)よりも小さな階数となるため、その取り扱
いも容易になることが期待出来る。Ω(G)の構
造を詳細に調べる際に有益な環である。一般
バーンサイド環に関するいくつかの研究結
果 が あ る （ [BBTH92], [Ta06], [Od08], 
[OS09], [OS11]参照）。しかし、一般バーンサ
イド環の単元群に関する研究結果は、自明な
場合（自己正規化部分群の族に関するもの
（[OS09], [OS11]参照））を除き、一つも存在
していなかった。そこで、一般バーンサイド
環の単元群に関する一般論を展開してゆく
ために、まず、典型的な例に対して、その単
元群を究明することが急務であるように思
われた。特に、G を対称群、X をそのヤング
部分群とした場合のΩ(G,X)は、G の指標環
R(G)と環同型であることが知られていたた
め（[Dr86], [Yo90b]参照）、R(G)の単元群の
構造決定の問題（[Ya96]参照）に帰着できる
ことが想起された。 
 
 
２．研究の目的 
 
有限群 G のバーンサイド環Ω(G)の単元群の
構造の研究は、ほとんど一般論が存在しない
分野のひとつであると考えられる。そこでΩ
(G)の単元群の一般論を展開するために、対称
群の場合のΩ(G)の構造の究明を行う。そのた
めに、G が n 次対称群、X が G のヤング部分
群全体としたときの一般バーンサイド環Ω
(G,X)の単元群を決定する問題を解決する。ま
た、その他の一般バーンサイド環の単元群の
構造を明らかにすること。Ω(G,X)はΩ(G)の
部分環であることから、バーンサイドマッキ
ー関手Ω、さらにはバーンサイド丹原関手Ω、
バ ー ン サ イ ド バ イ セ ッ ト 関 手 Ω
（[Bouc-Biset]参照）の１点 G-集合の像とみ
なすことで、乗法的誘導写像等、圏論的研究
手法を応用する。 



 
 
３．研究の方法 
 
上述のように、G が n 次対称群、X が G の
ヤング部分群全体としたときの一般バーン
サイド環Ω(G, X)は、G の指標環と同型であ
ることが知られている。そこで、この同型を
利用して、目的の単元群の構造を明らかにす
る。他の場合については、一般にはこのよう
な都合の良い環同型が存在しないため、様々
な G と X について、そのマーク行列を用い
て直接単元を計算し、一般の場合を類推する
ことで、目的の群の構造を明らかにする。 
 
 
４．研究成果 
 
G が n 次対称群、X が G のヤング部分群全
体としたときの一般バーンサイド環Ω(G, 
X)の単元群はクライン 4-群であることを得
た（[IO15], [OTY]参照）。さらに、その単元
群はトム・ディエック準同型の像の部分群で
あることを得た。 
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