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研究成果の概要（和文）：ガロア表現のモジュライ空間の構成やその性質について研究し、幾つかの基本的な成果を得
た。また、これに関連して、ガロア表現についての幾つかの結果を得た。即ち、(1)かなり一般の完備離散附値体のガ
ロア表現のガロア固定部分空間の消滅定理（今井の定理の一般化）とその岩澤理論への応用、(2)ガロア表現の合同に
関する結果とその Rasmussen-玉川型の非存在定理への応用、(3)代数体の幾何学的なガロア表現のヘッケ体が、多くの
（例えば或る場合には密度１の）有限素点について、そのフロベニウスの跡で生成される事の証明、(4)ガロア表現の
像のザリスキー閉包の連結成分の個数の上からの評価、等を得た。

研究成果の概要（英文）：We have constructed a moduli scheme of Galois representations and studied its 
properties, and obtained some basic results. We have also obtained several related results, such as: (1) 
a vanishing theorem of the Galois-fixed subspace of a Galois representation of a rather general type of 
complete discrete valuation field (a generalization of a theorem of Imai) and its application to Iwasawa 
theory, (2) a result on the congruence of Galois representations and its application to non-existence 
theorems a la Rasmussen-Tamagawa, (3) proof of the fact that the Hecke field of a geometric Galois 
represntation is often (say, with density 1 primes, in certain cases) generated by the trace of the 
Frobenius for a single finite prime, (4) an upper bound of the number of the connected components of the 
Zariski closure of the image of a Galois representation.

研究分野： 数論
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１．研究開始当初の背景 
 
 本研究を開始した当初、既にガロア表現の
モジュライ空間の構成についての大枠は出
来ていたので、本研究ではその細部を詰める
事と、関連する幾つかの個別の研究を遂行す
る事が懸案となっていた。個別の問題とは以
下の様なものである。 
 岩澤理論に於ける定理ではしばしばガロ
ア表現について或る仮定が置かれているが、
それを比較的一般に証明する事が求められ
ていた。 
 Rasmussen-Tamagawa 予想について、幾
つかの研究結果が知られていたが、これをよ
り多くの場合に拡張したり、ガロア表現の言
葉で予想自体を一般化して証明したりする
事が求められていた。 
 幾何学的ガロア表現のヘッケ体の性質、特
に、「往々にして一つ（または少数の）フロ
ベニウスの跡でこの体が生成される」という
現象の理由の解明が求められていた。 
 
 
２．研究の目的 
 
 我々の研究の全体的な目的は、代数体及び
函数体（有限体上の一変数代数函数体）のガ
ロア表現を総合的に理解する事であり、特に
本研究に於いてはこれをガロア表現のモジ
ュライの観点から行った。ガロア表現のモジ
ュライについてはこれまでの研究でも扱っ
て来たが、それを発展させた。特に、
Fontaine-Mazur の有限性予想の二つの版
と Khare-Moon の有限性予想の間の関係を
明らかにする事、及び、モジュライの有限性
予想を解決する事、等が最大の目的であった。
t-motive の arithmetic については、当初は 
t-motive についての 
Ramussen-Tamagawa 予想の研究等を予定
していたが、t-motive に限らず、ガロア表現
の合同の問題として扱うのがより良いと判
断し、先ずは代数体のガロア表現の合同の研
究を目的とする様に計画を変更した。 
 
 
３．研究の方法 
 
 ガロア表現のモジュライ関係は、基本的に
は研究代表者がほぼ単独で研究を行い、研究
分担者や連携研究者と適宜討論を行い、知識
を補充したり新しいアイディアを得る縁と
した。 
 今井の定理の一般化とその岩澤理論への
応用については、久保裕介氏と共同で研究し
た。研究代表者は主に今井の定理の一般化の
証明を、久保氏は岩澤理論への応用を担当し
た。 
 ガロア表現の合同についての研究は小関
祥康氏（当時京大数理研ＰＤ）と共同で行っ
た。この研究は、研究代表者が数理研を訪問

し、また小関氏を九州大学に招聘して、研究
打合せを行いつつ推進した。 
 ヘッケ体についての研究は、韓国・航空大
学校の崔度勲氏と共同で行った。この研究は、
我々二人がソウルのＫＩＡＳに滞在して共
同研究し、その後、崔氏を九州大学に招聘し
て行った。 
 ガロア表現の像のザリスキー閉包の連結
成分については主に研究代表者が単独で行
った。 
 どの研究についても、連携研究者とは有用
な研究討論をする機会を持つ事が出来、間接
的にではあるが、得られた研究成果に生かさ
れている。 
 
 
４．研究成果 
 
 ガロア表現のモジュライの基礎理論につ
いては、論文を一応完成する事が出来、投稿
し、最初の査読報告をもらい、現在改訂稿の
査読をして頂いている所である。一番の懸案
問題である「緩い条件下での」有限性の証明
は、かなりの難問であると思われ、未だ手掛
かりすら得られていない状態である（標準的
な有限性の結果は得られている）。これまで
に得られた主結果は次の通りである： R を 
f-profinite 環とし、正整数 n を固定する
る。このとき、（f-profinite 環の圏での）R 
の n 次表現全体をパラメトライズするモジ
ュライスキーム X が f-profinite scheme 
として構成出来る。また、R が有限型ならば
この X も有限型である。（残されている問題
は、R が有限型でなくとも、有限個の共役類
で生成されるならば X は有限型か？と言う
問題である。）さらに、このモジュライ理論
の応用として、Fontaine-Mazur の有限性予
想の (a)版と (b)版とが、Khare-Moon の有
限性予想の仮定の下で同値になる事が証明
出来た。 
 その他、f-profinite 環の mod p 表現の
個数の母函数として定義されるゼータ函数
についての性質や、Khare-Moon の予想の幾
何学的定式化や、f-profinite 環の表現のモ
ジュライ理論の「τ版」も得られている。 
 
 久保裕介氏との共同研究により、今井の定
理をかなり一般の完備離散附値体の場合に
一般化した。即ち、完備離散附値体のガロア
表現が或る緩い（自然な）条件を満たす時、
そのガロア固定部分空間は自明となる。より
詳しく述べると：K を混標数 (0,p) の完備
離散附値体で剰余体が本質的に有限型のも
のとする。M を、K に、K の全ての 0 でな
い元の全ての p 冪乗根を添加して得られる
拡大体とする。G, H をそれぞれ K, M の絶
対ガロア群とする。X を K 上の smooth 
proper な代数多様体であって potentially 
good reduction を持つものとし、i を正の
奇数とする。V を X (の基礎体を代数閉包ま



で拡大したもの) の有限アデール環係数の
第 i エタールコホモロジー群とし、T をそ
の中の G-安定な格子とする。このとき V/T 
の H-固定部分 (V/T)^H は有限である。 
 この結果は岩澤理論に応用がある。この結
果の一部は後に J. Dimabayao 氏により高次
コホモロジーの場合に一般化された。 
 小関祥康氏と共同で、ガロア表現の合同に
ついて研究した。これは特殊な等分点の様相
を持つアーベル多様体の非存在についての 
Rasmussen-Tamagawa 予想にアプローチする
ための研究である。既に小関氏は半安定還元
を持つアーベル多様体に対する同予想につ
いて結果を得ていたが、本研究ではアーベル
多様体に限らず、一般のガロア表現であって
或る素点で半安定であり、さらに幾つかの条
件を満たすものについて、似た様な考察を行
い、応用として、代数多様体の mod ℓ 係数
エタールコホモロジーのガロア的性質や、楕
円保型形式のフーリエ係数の合同に於ける
「例外素数」についての結果を得た。 
主定理の一つは次の通り：  
K, E を有限次代数体とし、G を K の絶対ガ
ロア群とする。u, v を K の有限素点、λ を 
E の有限素点、b, e を正整数とする。u と
λ の剰余標数はともに ℓ であり、v の剰余
標数は ℓ と異なるとする。G_u, G_v  によ
りそれぞれ u, v の分解群を表す。Rep(b) に
より、G の n-次元 E-線型表現 V であって
次の条件を満たすものの集合を表す： 
- V は v で半安定、かつ E-整、 
- V は K_u の或る有限次拡大であって絶対
分岐指数が e を割るもの上半安定になり、 
- V の u での Hodge-Tate 重みは ⊂ [0, 
b], 
- V は (G) 型。 
このとき、或る定数 C = C([E:Q],n,b,e,|v|) 
が存在して次が成り立つ： 任意の素数 ℓ > C 
と任意の素点 u, λ と任意の表現 V ∈ 
Rep(b) 及び V ′∈ Rep(ℓ − 2)/e) に対し、
もし G_u の表現としても G_v の表現とし
ても V ≡ss V ′ (mod λ) ならば G_v の
表現として V ≡ss V ′ である。ここで 
「V ≡ss V」という記号は「両辺を mod λし
たものの半単純化同士が同型」である事を意
味する。 
 
 崔度勲氏と、幾何学的ガロア表現のヘッケ
体についての共同研究を行った。この体は有
限次代数体であり、各有限素点 p でのフロ
ベニウスの跡（トレース） a(p) を含むが、
逆にヘッケ体は全ての a(p) 達で生成され
る事も知られている。しかし実際は、一つの 
ｐに対する a(p) だけで生成される事も多い。
こ の 様 な 方 向 の 結 果 を 数 年 前 に 
Koo-Stein-Wiese が保型形式から来るヘッ
ケ体について証明していたが、我々はより一
般に、幾何学的なガロア表現に対してこの様
な結果を証明した。主結果は次の通り： 
 K を有限次代数体、G をその絶対ガロア群、

E を有限次代数体、ℓ を素数とし、E_ℓ  を  
E  と ℓ進数体との Q 上のテンソル積とす
る。ρ:G → GL(V)  を G の幾何学的な 
E_ℓ-係数の有限次元表現とし、そのヘッケ体
は丁度 E であるとする。不分岐有限素点 p 
でのフロベニウスの ρによる像の跡を 
a(p) とする。簡単のため ρ の像のザリス
キー閉包は連結であると仮定する。このとき、
Q(a(p))=E となる不分岐有限素点 p の集合
の密度は 1 である。 
 ザリスキー閉包が連結でないときも、より
詳細な結果がある。また、跡でなく、特性多
項式を使った版もある。以上は大域的なヘッ
ケ体に関する結果であるが、局所的なヘッケ
体に関する版もある。 
 この結果の応用として、総実代数体やＣＭ
体上の一般線型群の保型表現の「有理性の
体」とその局所版との関係について、同様の
結果が示せる。即ち、π はこの様な大域的
保型表現であって、対応するガロア表現 ρ 
が構成されている様なものとし、簡単のため 
ρ の像のザリスキー閉包は連結であると仮
定する。π の有理性の体を Q(π) とし、π 
の不分岐素点 p での局所成分を π_p, そ
の有理性の体を Q(π_p) とする。このとき、
Q(π)=Q(π_p) となる不分岐有限素点の集
合の密度は１である。 
 

 ガロア表現の像のザリスキー閉包の連結

成分の個数の評価は、或る種の幾何学的なガ

ロア表現の個数の有限性を証明しようとす

る時等に有用になると思われる。本研究では、

代数群の一般論を援用する事により、この種

の結果を得る事が出来た。即ち、任意の正整

数 n に対し或る定数 J(n)>0 が存在し、標

数 0 の任意の体 F と、GL_n の F 上定義さ

れた任意の分裂簡約部分代数群 G に対し、

その連結成分のなす群 G/G^o は、指数 ≦ 

J(n) なる正規アーベル部分群を有する。  
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