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研究成果の概要（和文）：本研究は、多変数の保型形式について、特にヤコビ形式を用いることにより、今まで以上の
知見を得ようとするもある。本研究では、特に「多変数保型形式およびヤコビ形式におけるヘッケ作用素や跡公式の精
密化」「Borcherds型の無限積を使った多変数保型形式の構成法の一般化、特徴付け、および拡張」「形式的なフーリ
エ・ヤコビ展開の収束性」の３つのテーマをメインに扱い、無限積表示を持つヤコビ形式の分類や、ジーゲルパラモジ
ュラー形式のとりうる重さの限定などの成果を得た。

研究成果の概要（英文）：This research project is to improve our knowledge of automorphic forms of several 
variables by using Jacobi forms. Mainly we treat 3 subjects "Refinement of Hecke operators and trace 
formulas", "New construction of automorphic forms by infinite products of Borcherds type" and 
"Convergence of formal series of Jacobi forms". Now we have some developments on each subject, for 
example, classification of Jacobi forms from infinite products, and, to give possible weights of 
nontrivial Siegel paramodular forms.

研究分野： 保型形式
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１．研究開始当初の背景 

 

１変数の保型形式は、特にヘッケ固有形式の
Ｌ関数が整数論の研究対象として非常に重
要であるだけでなく、楕円曲線のモジュライ
の記述など幾何学の研究対象としても重要
である。同様に、多変数の保型形式は、やは
りＬ関数が整数論の研究対象として非常に
重要であるだけでなく、Ｋ３曲面などの多様
体のモジュライの記述など幾何学の研究対
象としても重要である。一般的に、多変数の
保型形式の研究は１変数の場合と比べてか
なり困難であるが、最近になって（1990 年
頃から）、ヤコビ形式を用いることにより、
多変数の保型形式を比較的簡単に扱えるケ
ースが、次々と見つかってきた。 

 

 

２．研究の目的 

 

前項で述べたように、多変数の保型形式は、
整数論だけでなく幾何学などにおいても重
要な研究対象である。一般的に、多変数の保
型形式の研究は１変数の場合と比べてかな
り困難であるが、ヤコビ形式を用いることに
より、多変数の保型形式を比較的簡単に扱え
るケースが、最近になって次々と見つかって
きている。本研究は、多変数の保型形式につ
いて、特にヤコビ形式を用いることにより、
今まで以上の知見を得ようとするものであ
る。 

 

 

３．研究の方法 

 
ヤコビ形式とは、大雑把に言えば、多変数
の関数で、そのうちのいくつかの変数につ
いては保型形式の変換規則をみたし、残り
の変数については２重周期性を持つものの
ことであり、テータ関数やペー関数など、
数論的あるいは幾何学的に重要な関数がそ
の例となっている。それゆえ、ヤコビ形式
を調べる手法は、一般の多変数の保型形式 
に比べれば、いろいろと知られている。そし
て、ヤコビ形式は、さまざまな多変数の保型
形式に対して、そのフーリエ・ヤコビ展開の
係数としてあらわれる。本研究は、多変数の
保型形式について、そのフーリエ・ヤコビ展
開を調べる（＝そこにあらわれるヤコビ形式
を調べる）ことにより、今まで以上の知見を
得ようとしている。より具体的には、特に次
の３つのテーマを設定した。 
 
(1) 「多変数保型形式およびヤコビ形式にお 

けるヘッケ作用素や跡公式の精密化」 
 
(2) 「Borcherds 型の無限積を使った多変数 

保型形式の構成法の一般化、特徴付け、 
および拡張」 

 

(3) 「形式的なフーリエ・ヤコビ展開の収束 
性」 

 
これら３つのテーマは、それぞれが未解決の
課題であるばかりでなく、保型形式のリフテ
ィングというキーワードでお互いに結びつ
いている。様々な領域と群において定義され
た保型形式たちは、もしそれらが良い関係に
あれば、リフティングという操作によって対
応をつけることができ、それはしばしば非自
明な数学的事実をもたらす。そして、リフテ
ィングを具体的に記述して調べるには、ヤコ
ビ形式を利用すると便利なことが多い。最初
のテーマは保型形式のリフティングを考え
るうえで基礎となるデータの精密な定式化
であり、２番目のテーマはリフティングの具
体的な構成を与える方法のひとつについて
調べるものである。また、最後のテーマは、
特に複素数体上で保型形式を考えるときに
やっかいな問題となるリフティングの収束
性についての研究である。 
 
 
４．研究成果 
 
前項で述べた３つの研究テーマについて、そ
れぞれ、以下のような成果を得た。 
 
(1) 「多変数保型形式およびヤコビ形式にお 

けるヘッケ作用素や跡公式の精密化」 
 
本テーマについては、研究協力者である坂田
裕氏と共同で研究を行った。坂田裕氏による
跡公式の計算によって、ヤコビ形式のレベル
と指数との間には密接な関係があると予想
されている。坂田氏は跡公式をより詳細に計
算することによって、また青木はヘッケ作用
素を用いてヤコビ形式の対応を明示的に構
成することによって、この予想を解決しよう
とした。現時点では、それぞれ部分的な結果
（レベルを限定した跡公式の計算、レベルと
指数の変換写像の単射での構成）を得ている。
論文については現在準備中であるが、海外研
究者よりヴェイユ表現との関連性を述べる
べきだとの指摘などがあり、まとまった形に
するにはもう少々時間がかかりそうである。
研究成果については、同済大学(上海,中国)
における研究集会で発表するなどした。 
 
(2) 「Borcherds 型の無限積を使った多変数 

保型形式の構成法の一般化、特徴付け、 
および拡張」 

 
本テーマについては、一定の進展があり、印
刷媒体としては、今までの成果を、数理解析
研究所講究録にまとめて公表した。ヤコビの
三重積公式やワトソンの五重積公式は、ヤコ
ビ形式における「無限積＝無限和」の形をし
た等式であるとみなすことができる。青木は、
より一般に Borcherds型の無限積表示を持つ



 

 

ヤコビ形式を考えた場合、最小変数ではこの
２つの公式以外に類似の例はなく、多変数で
は他にも例があることを示した。ただし、多
変数の場合については、すべての場合を調べ
つくすことはできておらず、その途中経過を
いくつかの研究集会において報告したにと
どまっている。 
 
(3) 「形式的なフーリエ・ヤコビ展開の収束 

性」 
 
このテーマは青木が 2000 年の論文で提唱し
たのが最初だと考えているが、最近になって
他の研究者も取り組むようになり、M. Raum, 
J. Bruinier, C. Poor などによりいくつか
の結果が発表された。青木も彼らとの議論に
は参加しており、いくつかの論文で、青木の
結果が参照されるなどしている。青木本人は、
主に分数(あるいは実数)重みの場合につい
て詳細な研究を行い、さまざまな研究集会で、
そのときどきの結果を発表した。特に、次数
２のジーゲルパラモジュラー形式の場合に
は、非自明なモジュラー形式が存在すること
ができる重みが極めて限られているという
結果を得て、最近のいくつかの研究集会で報
告を行っている。これらの結果をまとめた論
文については、現在投稿中である。 
 
なお、以下にまとめた研究成果については、
これら３つの研究テーマのいずれかについ
て述べたものだけでなく、それらを含む総合
的な研究報告なども含まれている。 
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