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研究成果の概要（和文）：量子ゲージ理論において最も基本的で重要な量である分配関数と, 数論において非常
に重要な役割を果たすゼータ関数が一致する例として Witten ゼータ関数があげられる. この関数は両分野にお
いて非常に大切な対象であり, 様々な視点で調べる必要がある. この問題に関し, 申請者は超平面配置に付随す
る格子和とその特殊値を記述する母関数を構成することによってそれらの値を統一的に扱うのみならず, Witten
 ゼータ関数の満たす関数関係式などを記述する方法を発見した. また関連する別種のゼータ関数や超幾何関数
についてもそれらの性質を明らかにし, 関数関係式や新たな公式などを発見した.

研究成果の概要（英文）：Both partition functions in quantum gauge theories and zeta-functions in 
mathematics, which play fundamental and important roles in each area, happen to coincide in some 
cases. Among them are the Witten zeta-functions. These zeta-functions are the main objects and 
should be studied from various viewpoints. For this problem, we proposed lattice sums associated 
with hyperplane arrangements and established a unified way to treat these values and functional 
relations among Witten zeta-functions via their generating functions. We also studied some 
properties of related zeta-functions and hypergeometric functions, and obtained new functional 
relations and formulas.

研究分野： 数物系科学
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１．研究開始当初の背景 
 
量子ゲージ理論において最も基本的で重要
な量である分配関数を記述するために導入
された Witten ゼータ関数について, これま
で様々な研究がなされてきたが本質的な解
明には程遠い状況にあった.申請者はこのよ
うな状況の中, Witten ゼータ関数の拡張と
して新たにルート系に付随する多変数多重
ゼータ関数を導入し, Witten ゼータ関数の
特殊値を与える母関数を構成することに成
功した. これを契機に重要なクラスである 
Riemann ゼータ関数や Euler-Zagier 多重
ゼータ関数, およびそれらの L 関数類似と
の関係が明らかになり, これまでの種々の
結果を包含する結果をいくつも得ることが
できた. さらにルート系を軸として関連す
る別種のゼータ関数についてもいくつかの
結果を導き出し, 理論が急速に拡大, 発展
してきていた. 
 
２．研究の目的 
 
本研究は, ルート系を中心に広がりを見せ
つつある様々な多重ゼータ関数を, 表現論
や数論, 関数論, そして量子物理学等の分
野を超えた枠組みで捉え, 総合的に理解す
る理論の構築と解明を目標としている. 具
体的には以下の研究を行う. 
(1) 種々の多重ゼータ関数の総合的理解を

するための理論の構築. 
(2) 量子ゲージ理論, 及び量子多体系への

応用. 
(3) 数論および Euler-Zagier 多重ゼータ

関数論への応用, および p 進拡張. 
(4) 他の種類のルート系に付随するゼータ

関数論への応用. 
 

３．研究の方法 
 
(1) 基礎理論の完成は最も重要な目標であ

るが, 関連する研究の発展の進度が速
いこと, また応用や関連分野の研究を
進めていくことで全体として研究の広
がりが見込めることから, 応用研究も
並行して行うこととする. 

(2) 関連分野については量子可積分系を中
心に, 表現論, 数論, Euler-Zagier 多
重ゼータ関数, 他種のゼータ関数等へ
の応用を目指す. その際様々な専門家
と交流し, 多角的に研究を行う. 

 
４．研究成果 
 
(1) 有限ルート系を原点を通る特殊な超平

面配置と捉えることによって一般の超
平面配置に付随する格子和を定義し, 
これらの特殊値に関する研究を行い, 
さらにルート系に付随する多重ゼータ
関数の関数関係式を記述する母関数の

構成に着手した. それによれば, 多重
ゼータ関数の部分ルート系に付随する
部分ワイル群の極小剰余代表元による
軌道和が, ある種の多重ゼータ関数で
表され, さらにこのゼータ関数はベル
ヌーイ数の拡張の級数として表すこと
ができることが明らかとなった. 特に
一次元部分ルート系を考えれば, この
ゼータ関数はよく知られた古典的なレ
ルヒゼータ関数で表され, その指数関
数部分がルートから構成される基底の
組み合わせによって計算できる. また
一方, 極小剰余代表元による軌道和が
特殊値の導出の際, 消えるかどうかは
非常に重要な問題となる. 消えた場合, 
恒等的に 0 になり新たな情報は得られ
ない. この問題に対し, マクドナルド
が導入したワイル群のポアンカレ多項
式の一般化を導入し記述する方法を考
案した. これを用いれば不変式論で現
れるワイル群の次数(または指数)とい
う非常に小さい情報によって判定でき
ることがわかった. 特に偶数と奇数が
混ざった場合の特殊値を計算する際に
必要なポアンカレ多項式に関して, こ
れまで知られていなかった新たな恒等
式を発見した. この考察を推し進めて
いく途中で, これまで知られていなか
った偶数と奇数が混合した場合の特殊
値が計算可能であることが分かったた
め, 今後この現象に関する新たな研究
が始まることとなった. 

(2) G2 型ルート系に付随する多重ゼータ関
数の正整数における特殊値の研究を行
った. これまでの研究ではすべて偶数
における値についてであったが, 奇数
を含む整数における値を関数関係式を
構成することによって得ることができ
た. またこのような値が求められる仕
組みについての説明を与えることがで
きた. 

(3) p 進多重ポリログと p 進多重 L 関数
の間に存在するある種の関係性につい
ての研究を行った. 古庄氏が導入した 
p 進多重ポリログと, 松本氏と津村氏
と共同で導入した p 進多重 L 関数は
それぞれ全く異なる動機によるもので
あるが, それらの間には簡単な関係式 
が存在することが明らかとなった. ま
たその研究の過程で複素数体上の多重
ゼータ関数に関して"正則化"を導入し, 
多重ゼータ関数たちの線形結合によっ
て正則関数を構成できることを明らか
にした. 

(4) p 進ユニタリエルミート行列空間にお
ける球関数のフーリエ変換について研
究を行った. これまでの研究によって
偶数次元の場合については解明できて
いたが, 新たに奇数次元の場合につい
て研究を進めた. 偶数の場合と奇数の



場合は共通に記述できる点もあるが, 
多くの部分で奇数特有の現象もおこる
ことが発見できた. 

(5) BC 型や C 型の楕円多重超幾何級数につ
いて新しい双対変換公式を得た。これら
の特殊化によって V 級数の既知の結果
を含む新たな変換公式や和公式を得る
ことができた. これらをまとめて論文
として提出した. 今後ヘッケ代数の楕
円類似の作用や, 三角関数型について
は直接の極限では得られないような変
換公式について研究を進める必要が生
じた. 
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