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研究成果の概要（和文）：過去15年間にわたる科学研究費補助金のもとで，研究を重ねてまいりました成果を「ゼータ
関数大全─モジュラーリレイションシュープリマシー」にまとめあげ出版できたことは最大の成果と考えます．同署で
，関数等式─ゼータ対称性に同値アあるいはそれからの帰結である知られているすべての等式を同定することができま
した．また，オイラー積をもつものともたないものの間の閾値を特定することもできました．第2巻に取り掛かり，オ
イラー積をもつ場合のこれまでの結果を修正し，モジュラー関係式の観点から明確化すべく研究中です．

研究成果の概要（英文）：The main achievement of our research is the completion of the book 
``Contributions to the theory of zeta-functions--modular relation supremacy'' which has been the ultimate 
objective of this series of research under the support of the JSPS grant. The book elucidate all existing 
identities equivalent or consequences of the functions equation--zeta symmetry. We have made clear the 
threshold between the zeta-function with Euler product and without. We are reay to launching on Vol. 2 in 
which we will work with zets with Euler product.

研究分野： 解析的整数論

キーワード： ゼータ関数　関数等式　モジュラー関係式　イーワルド展開　非加工モジュラー関係式　シータ変換公
式
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 ゼータ関数の関数等式に同値なすべての
関係式─モジュラー関係式─の同定は最近
著[ゼータ関数大全─モジュラーリレーショ
ンシュウプリマシー]において、オイラー積
を必ずしも仮定しない一般の場合に確立さ
れました。本研究では、オイラー積を仮定す
るいわゆるセルバーグクラスのゼータ関数
に対して素数定理と同様のゼロフリーリー
ジョンなどを研究し、オイラー積付きのモジ
ュラー関係式を同定することを問題として
いました。 
 
２．研究の目的 
 上述のとおり、関数等式とオイラー積の両
方を持つゼータ関数のクラスのモジュラー
関係式・その系を同定し、理工学的応用を目
指す。 
 
３．研究の方法 
 定期的なコロキュームでの討論会、精力的
に研究している外国人研究者とメール・招聘
などによって、共同研究を推進する。成果が
上がった後に国内・海外で成果発表し、更な
る発展を目指す。 
 
４．研究成果 

 (1)  関数等式に同値なモジュラー関係

式の同定 このテーマは，応用面も念頭にお

いた「ゼータ対称性」という標語の下，これ

まで 10 数年間に科学研究費補助金の研究の

最終目的の一つでありました．苦節 40 年の

「ゼータ関数大全Ⅰ─modular relation 

supremacy」（編著書[1]）に結実致しました．

その一部は，2015 年 9 月（10 日）のインド

の特殊関数論国際会議にて，シータ関数，ベ

ータ変換公式（メリン-バーンズ積分という

名称の下で，バーント氏，松本氏，桂田氏等

が広く用いて多くの成果を挙げられたもの），

イーワルド展開について解説致しました．2

個のガンマ因子を含む関数等式の場合に既

知のものは，後者 2つがすべてと言ってもよ

いくらいです．最近の A. Dixit 等の 10 編ほ

どの論文は，ラマヌジャン積分を扱っており

ますが，すべてこのベータ変換型のモジュラ

ー関係式の積分形に帰着します． 

 

 [6]は， 上記「supremacy」の第 3 章「非

加工モジュラー関係式」に相当する部分で，

関数等式に多重ガンマが含まれており，加工

ガンマ因子がない場合をかなり詳しく述べ

たものです．とくにデデキンドゼータ関数お

よびランベール級数のこれまで知られてい

た結果を統合し，コシュリャコーフの埋もれ

ていた重要な貢献を掘り起して明確化した

ものです．[7]は，「supremacy」の第 4章「フ

ーリエ-ベッセル展開」に相当する部分で，

ヘッケ ガンマ変換に対応するものとして，

ベータ変換という名前を関しました，数列を

ある変数だけずらした perturbed ディリク

レ級数で与えられるゼータ関数のさまざま

な局面を展開致したものです．モジュラー関

係式の一方にベータ変換の結果として，取り

扱い可能なガンマ関数 2個の積が現れ，他辺

に変形ベッセル関数Kが現れるのが典型的で

す．まず，ディリクレ類数公式の変形に現れ

るスタークの方法をベータ変換として同定

したのち，コシュリャコーフの結果を実 2次

体に至るまで明らかにしました．さらに（ハ

ーディーの結果の一般化である）ボックナ-

チャンドラセカラン-ナラシムハンの結果を

一般化しております． 

  

 (2)  ゼータ対称性の応用 [4]は，かな

り一般的なゼータ関数であるバーンズのゼ

ータ関数とそれに付随したバーンズ ガン

マ関数の基礎づけを行ったものです．一方が

一次結合の形の分岐型ゼータ対称性を持ち

ます．負の整数点における特殊値なども考察

いたしました． [8]はインド HRI に滞在中に

完成したもので，ゼータ対称性と同値なシー

タ変換公式の積分形から，リーマンの至る所

微分不可能関数の有理点における微分可能

性の判定のみならず，実にガウスの平方剰余

の相互法則までが導出されるという結果で

あります．これまで，リーマンの至る所微分

不可能関数に関して多くの研究がありまし

たが，有理点における場合はこれらをすべて

凌駕するものであります．平方剰余の相互法



則はこれまで多くの証明があり，ムールティ

-パセリの論文は，シータ関数の積分形の極

限を考察することで2次のガウス和の相互法

則に至っておりますが，[8]はさらにそれを

進めた形で，上半平面上でわずかに右下がり

の線分上の積分の近似を正確に求めるもの

です． 

 

 (3) 循環行列の一般化とその応用 論文

[1]，[2]は 1行目を順にずらして並べること

によって得られる循環行列の理論を用いて

符号理論におけるブラハトの定理の3行の証

明を与えるなど，より進んだ理論を用いれば

応用面で用いられている重要な結果がより

明確化されることを例証しました．関数等式

とは離れますが，疑似対称性として，ゼータ

対称性の退化したヴァージョンであると考

えられます．[2]は[1]の一般化で，群環とそ

の表現によって一般化・明確化したものです． 
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