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研究成果の概要（和文）：代数多様体の周期積分は広い意味での超幾何関数とみなすことができ、それらは局所的な解
全体のなす線形空間（局所解空間）が有限次元となる線形微分方程式系をみたす。いくつかのこのような線形微分方程
式系に対して、局所解空間の基底を並べてできる写像の大域的な挙動を記述するモノドロミー表現や未知関数をベクト
ル値にした連立１階方程式の接続行列の特徴づけを与えた。これらの研究においては、周期積分から自然に得られる局
所系係数の(コ）ホモロジー群に備わっている交点形式を用いることで、構造解明がなされている。

研究成果の概要（英文）：Period integrals of algebraic varieties can be regarded as hypergeometric 
functions, and they satisfy a system of linear differential equations so that
a vector space of its local solutions (a local solution space) is finite dimensional. For some of such 
systems, I characterize the monodromy representation which describe a global property of a map defined by 
a basis of its local solution space, and the connection matrix of the first order differential equation 
with a vector-valued unknown function equivalent to the original system. In this study, I make clear 
their structures by using the intersection forms defined between twisted (co)homology groups which are 
induced from period integrals.

研究分野： 特殊関数論

キーワード： 超幾何関数　超幾何微分方程式　局所系係数ホモロジー群　局所系係数コホモロジー群　交点形式　モ
ノドロミー表現　接続行列
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１．研究開始当初の背景 
 

平成 22～24 年度に採択された基盤研究

(C)(一般)：研究課題「特殊関数の幾何的研

究」において、この研究につながる２つの研

究成果が得られていた。 

(1) 超楕円曲線について知られている

Thomae 定理が射影平面の６直線で分岐する

２重被覆として得られる K3 曲面に対しても

成立することが示されていた。その応用とし

て(3, 6) 型超幾何級数に対する変数変換公

式が得られ、新しい４種４項平均の反復につ

いての極限表示定理が得られていた。 

(2) Lauricella によって定義された多変数

超幾何微分方程式系 FD に対して、モノドロ

ミー表現とパッフ形式を局所系係数の(コ)ホ

モロジー群に定まる交点形式を用いた表示が

得られていた。 

 
 
２．研究の目的 
 

楕円曲線の周期積分を介して、超幾何関数・

微分方程式、楕円関数、テータ関数、保型形

式、等についての数多くの公式が発見されて

いて、それらのうちのいくつかは他分野へも

応用されていることがよく知られている。 

この研究では、楕円曲線を代数多様体とみな

して、拡張された周期積分に着目することで、

研究を進める。具体的には、以下の３項目を

研究目的の柱と位置付ける。 

(1) 代数多様体の周期積分に関係する局所係

数(コ)ホモロジー群、超幾何関数・微分方程

式や保型形式・関数等がみたす多くの公式を

構成する。 

(2) これらの公式がもつ性質の代数的・幾何

学的・組合せ論的な構造・背景をあきらかに

する。 

(3) 得られた公式たちを代数多様体のモジュ

ライ理論や解析数論、等の他分野への応用を

見出す。 

 
 

３．研究の方法 
 

(1). 研究代表者と３名の連携研究者と密接

な研究連携を行う。研究集会・セミナーおよ

び研究打合せ会等で、各自の役割に関する研

究の進捗状況や問題点に関する情報交換を行

う。研究集会としては、各年度の夏季に連携

研究者の寺杣教授と「玉原特殊多様体研究集

会」を開催する。また、各年度末にこの研究

に関係する話題を集めたセミナーもしくは研

究集会を開催する。研究打合せは必要に応じ

て設定し、連携研究者との研究交流をすみや

かに行う。 

(2) この研究では、特殊関数に関する公式の

発見およびその検算において、巨大なメモリ

ーを要する計算がしばしば現れるものと予想

される。その計算が実行可能となるように計

算機関連の設備費・消耗品費に経費を十分に

配分する。ノートパソコンと大容量ハードデ

ィスクの購入、数式処理ソフトウェアのイン

ストール、等を計画する。また、連携研究者

として、オープンソースの計算機代数(数式

処理)システム RISA/Asir に精通している

研究者を加えて、通常のパソコンでは処理し

きれないような計算が生じた場合は、巨大計

算の担当を担う体制を築いておく。 

 

 
４．研究成果 
 

(1) ２つの正数 a,b に対して、相加平均 

m1(a,b)=(a+b)/2 と相乗平均m2(a,b)=(ab)
1/2 

を繰り返し行うことで、２種類の数列 {an}, 

{bn} が定義される。その数列はともにある共

通の値αに収束し、αは超幾何関数を用いて

表示できることが、ガウスによって発見され

た。そしてその表示公式は、楕円曲線のモジ

ュライを定める変数τを２倍する写像と対

応しているという幾何学的な翻訳も知られ

て い る 。 ま た 、 相 乗 平 均 m2(a,b) を 

m3(a,b)=[a(a+b)/2]
1/2 に変えて m1(a,b) と

m3(a,b) を繰り返し行うことでも、共通極限



値の超幾何関数による表示公式も存在して

いる。この研究では、τが虚数単位 i となる

ときに楕円曲線には (1+i)倍写像が定義で

き、その写像の挙動を追跡することで、この

表示公式を導くカギとなる公式が得られる

ことを解明し、この極限公式の幾何学的な解

釈を与えることに成功した。楕円曲線のモジ

ュライ変数τが上半空間内の１の原始６乗

根となる場合も、類似の公式と類似の幾何学

的な解釈を与えている。 

(5.主な発表論文等,[ 雑誌論文] ②)  

 

(2) Appell は、４種類の２変数超幾何級数 

F1,...,F4 とそれらがみたす微分方程式系 

E1,...,E4 を定めた。それらの方程式系のう

ち、E1,E2,E3 は単純な形の連立１階の方程式

に変形できるが、E4 は独立変数の空間を２重

被覆に持ち上げた場合でのみ単純な形の方

程式系が知られていた。この研究において、

２重被覆に持ち上げないと単純な形にでき

ないことを証明し、twisted cohomology 

groups 間にある交点形式を用いて微分方程

式系の具体的な表示を与えた。そして、なぜ

２重被覆に上げると微分方程式系が単純に

なるのかを解明した。 

また、単純な形にできないことの証明は、F4 

のさらなる多変数化である Lauricella に

より拡張された超幾何級数 FC がみたす微分

方程式系でも適応できることを指摘した。 

(5.主な発表論文等,[ 雑誌論文] ④) 

 

(3) ２変数超幾何微分方程式系 Appell E2 が

可約となる場合の解空間の退化挙動とモノ

ドロミー表現を与えた。また、パラメーター

が (a,b,b,c,c)=(4/3,2/3,2/3,4/3,4/3) の

場合に、２変数シュワルツ写像の挙動を調べ

た。モノドロミー表現を介して数論的三角群

(3,∞,∞) が SL2(Z) の合同群Γ1(3) とし

て現われることを解明した。 

(5.主な発表論文等,[ 雑誌論文] ③) 

(4) 超幾何微分方程式の常微分高階版であ

る一般超幾何微分方程式と多変数超幾何微

分方程式系 Lauricella FＣ のモノドロミー

表現に関しては、一つのサーキット行列を具

体形に表示することが本質的な問題である

ことが知られている。そのサーキット行列を

容易に求める別手段を与えた。いずれの場合

もそれらの回路行列は、局所系ホモロジー群

間にある交点形式に関する鏡映となってい

る。交点形式を表現する対角行列の成分を未

知数とみなして、回路行列が有する局所的な

性質から連立方程式を構成し、それを解くこ

とで回路行列を決定するという今までには

ない新しい手段を与えた。  

(5.主な発表論文等,[ 雑誌論文] ①) 

 

(5) 多変数超幾何微分方程式系 Lauricella 

FA に対するパッフ形式の接続行列を局所系

コホモロジー群間にある交点形式を用いて

表示した。  

(5.主な発表論文等,[ 雑誌論文] ⑤) 

 

(6) k次射影空間の n+2 枚の超平面配置を独

立 変 数 と す る 超 幾 何 微 分 方 程 式 系 

E(k+1,n+2;α) (α=(α_0,α_1,...,α_n,α

_{n+1}) はパラメーター) を解の積分表示

に関する局所系コホモロジー群間にある交

点形式を用いて表示した。また、パラメータ

ーを整数ずらす操作に関する変換公式を交

点形式を用いて表示した。また、共同研究者

により、これらの結果が統計における 2元分

割表の正規化定数の計算に応用されている。 

(5.主な発表論文等,[ その他] ①) 

 

(7) 多変数超幾何微分方程式系 Lauricella 

FD に関して、twisted homology group が定

義され、それをファイバーとする局所系が得

られる。この局所系のモノドロミー表現は、

パラメーターに関するある種の非整数条件

のもとで研究されていた。その条件を大幅に



緩和し、表現が可約になる場合でも有効なも

のを与えた。 

(5.主な発表論文等,[ その他] ②) 
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