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研究成果の概要（和文）：一般化された量子群の有限次元既約表現の分類の結果を書いた論文が受理され出版された。
カッツのA-G型単純スーパーリー代数の有限次元既約表現の分類のリストの別証明を与えた。全ての有限次元既約表現
が最高ウエイト表現である事が分かった。一般化されたルート系の新しい簡単な定義を与えた。この定義よりA-G型単
純スーパーリー代数のルート系が一般化されたルート系である事が簡単に分かるようになった。

研究成果の概要（英文）：The article giving the classification of the finite dimensional irreducible 
representaions of the generalized root system was published. New proof of the Kac's list of the 
classification the finite dimensional irreducible representaions of the A-G type simmple Lie 
superalgebras was given. It was proved that any finite dimensional irreducible representaion has a 
highest weight vector. New and easier definition of the generalizeed root systems was given. Then it 
became easily seen that the root system of any A-G type simmple Lie superalgebra is a generalized root 
system.

研究分野： 代数学
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１． 研究開始当初の背景 
１９８５年頃にドリンフェルドと神保によ
り量子群が発見された。それはセール関係式
と呼ばれる単純な定義関係式により定義さ
れていた。１９８９年に山根はＡ型量子群の
ＰＢＷ型定理を提出した。山根は１９９１年
頃に A－G 型単純スーパーリー代数に付随す
る量子群の定義関係式を求めた。山根が与え
た定義関係式は A－G 型単純スーパーリー代
数に対しても新しいものであった。しかしそ
れがあまりにも複雑であるために定義関係
式を用いない統一的な定義を与えた。山根は
１９９９年頃にアフィンスーパーリー代数
に付随する量子群の定義関係式を求めた。２
００３年頃に楕円リー代数の定義関係式を
求めた。ヘッケンバーガーとの２００６年頃
の共同研究で一般されたルート系とワイル
亜群を研究した。とくにワイル亜群に対して
コクセター関係式が定義関係式である事を
示し、松本型の定理を提出し、ホップ代数の
分類理論に著しい貢献をした。さらに２０１
０年頃の共同研究で一般化された量子群の
シャポバロフ行列式の因数分解公式を提出
した。その公式はヤンツェンフィルトレーシ
ョンによるもにではなく 1のべき根で定義さ
れた一般化された量子群の有限次元ヴァ―
マ加群を調べてその特異ベクトル空間を調
べる事により得られた。２００８年頃に山根
は物理学者を共著者として含むアフィンＤ
（２，１；ｘ）型スーパーリー代数のドリン
フェルド第２実現に関する論文を書いた。Ｄ
（２，１；ｘ）のｘ→－１での極限はｓｌ（２
｜２）の中心拡大となっておりその方面の研
究は AdS/CFT 理論に役立つ事が期待されて
いる。 
２０１２年には一般化された量子群の有限
次元既約表現の分類については既に完成さ
れていたが共著論文にまとめたところ専門
外の研究者には読みにくいところあるとの
指摘があり全面的に論文を書き直し始めた。
一般化された量子群のハリス・チャンドラ理
論もほぼ完成して共著論文を書き始めた。 
 
２． 研究の目的  
一般化されたルート系をより詳しく研究し
て一般化された量子群の表現論を研究する
のが目的である。ハリシュ・チャンドラ理論
を提出しその応用としてある種の有限次元
既約表現のカッツ・ワイル型の指標公式を提
出するのが目的である。 
 
３．研究の方法 
後述の学会発表にもあるように国内外の数
多くの研究集会で研究発表をして多くの研
究者と研究交流を行った。連携研究者とは私
的な勉強会を数多く行って互いの重要な研
究課題に対して認識を深めた。 
 
４．研究成果 
(1)ℕ＝｛１，２，．．．｝を整数全体のなす集合

とする。ℤ＝｛．．．，－２，－１，０，１，２，．．．｝
を整数全体のなす集合とする。ℤ＋＝｛０，１，
２，．．．｝を非負整数全体のなす集合とする。
ℝを実数全体のなす集合とする。当該研究の
中で次の補題１を定式化し証明する事が出
来た。「補題１：Ｖを｛０｝でない有限次元
実ベクトル空間とする。ｎをＶの次元とする。
ＡをＶ内の階数がｎであるℤ自由加群である。
Ｒをℤ加群としてＡを生成するＡの部分集合
とする。｛a1, ．．．,aｎ｝をＡのℤ基とする。こ
のとき線形写像ｇ：Ｖ→ℝで｜ｇ（a1）｜＜｜
ｇ（ｘ）｜（ｘ∈Ｒ－｛０，a1，－a1｝）を満
たすものが存在する。」ＢをＡのℤ基とする。
ℤ＋Ｂを非負係数のＢの1次結合でかけるＡの
元の集合とする。ＲをＡの空でない部分集合
とする。Ｒの部分集合ＢがＲの基であるとは
次の（Ｂ１）～（Ｂ３）を満たすときにいう。
（Ｂ１）ＢがＡのℤ基である。（Ｂ２）Ｒ＋Ｂ
＝Ｒ∩（ℤ＋Ｂ）とおいたときＲ＝Ｒ＋Ｂ∪（－
Ｒ＋Ｂ）が成り立つ。（Ｂ３）各ａ∈Ｂに対し
てℤａ∩Ｒ＝｛ａ，－ａ｝が成り立つ。ℬをＲ
の基全体からなる集合とする。ℬをℬの空でな
い集合とする。組（Ｒ，ℬ）が一般化された
ルート系であるとは、各Ｂ∈ℬおよび各ａ∈
Ｂに対してＢ∈ℬがあってＲ＋Ｂ∩（－Ｒ＋Ｂ）
＝｛－ａ｝が成り立つときにいう。補題１よ
り次の定理２を得た。「定理２：（Ｒ，ℬ）を
一般化されたルート系でＲが有限集合であ
るものとする。このときℬ＝ℬが成り立つ。ａ
∈Ｒに対してａ∈ＢとなるＢ∈ℬがある。ａ
∈Ａ－Ｒに対してａ∈Ａ－（ℤ＋Ｂ∪（－ℤ＋

Ｂ））となるＢ∈ℬがある。」定理２により研
究代表者が１９９０年代に得たA-G型の単純
スーパーリー代数の定義関係式を記述する
統一的な証明が得られた。研究代表者が１９
９０年代に行った研究では一般化されたル
ート系の概念はまだなかったがそのときに
は単純スーパーリー代数のルート系を単純
リー代数のルート系の部分集合とみなしワ
イル群の作用を用いて定義関係式を見つけ
た。アフィンスーパーリー代数の定義関係式
も研究代表者が１９９０年代に見つけたが
補題１をアフィンの場合に合わせて変形す
る事が出来て統一的な証明が得られた。 
(2)Ａを上記のものとする。Ｉ＝｛１，２，．．．，
ｎ｝とおく。（Ｒ，ℬ）をＡ内の一般化された
ルート系とする。ℬをＩからＲへの写像ｂ：
Ｉ→Ｒでｂ（I）∈ℬ を満たすもの全体から
なる集合とする。ｂ∈ℬおよびｉ∈Ｉに対し
てＮｂ，ｉ∈ℤを｛ｂ（ｊ）＋Ｎｂ，ｉｂ（ｉ）｜
ｊ∈Ｉ｝∈ℬにより定義しｂ（ｉ）∈ℬをｂ（ｉ）

（ｊ）＝ｂ（ｊ）＋Ｎｂ，ｉｂ（ｉ）により定
義する。ＶをＶとは別のｎ次元実ベクトル空
間とする。｛a1, ．．．,aｎ｝をＶの基底とする。
ｂ∈ℬおよびｉ∈Ｉに対してｓｂ

ｉ∈ＧＬ（Ｖ）
をｓｂ

ｉ（aｊ）＝aｊ＋Ｎｂ，ｉaｉにより定義する。
ℳをℕからＩへの写像ｆ：ℕ→Ｉ全体からなる
集合とする。ｆ∈ℳおよびｔ∈ℕに対してｂｆ，

ｔ∈ℬおよび１ｂｓｆ，ｔ∈ＧＬ（Ｖ）をｔ＝０
のときはｂｆ，０＝ｂおよび１ｂｓｆ，０∈ＧＬ



（Ｖ）は恒等写像とする事により定義しｔ≧
１のときは帰納的にｃ＝ｂｆ，ｔ－１とおいてｂ
ｆ，ｔ＝ｃ（ｔ）および１ｂｓｆ，ｔ－１◦ｓ

ｃ
ｔにより

定義する。「補題２：ｄｉｊ∈ℤを（１ｂｓｆ，ｔ）
（aｊ）＝ｄ１ｊa１＋・・・＋ｄｎｊaｎにより定
義する。このときｂｆ，ｔ（ｊ）＝ｄ１ｊｂ（１）
＋・・・＋ｄｎｊｂ（ｎ）が成り立つ。」２０
０８年に山根が共著論文で得られた結果に
より次の定理３を得る。「定理３：ｃ＝ｂｆ，

ｔおよびｗ＝１ｂｓｆ，ｔとする。ｋをｗ＝１ｂ

ｓｇ，ｋとなるｇ∈ℳが存在する最小の非負整
数とする。ｋ＝｜Ｒ＋ｃ（Ｉ）∩（－Ｒ＋ｂ（Ｉ））
｜が成り立つ。」補題２より一般化されたル
ート系は２０１５年に山根が共著論文で与
えたそれと同等である事がわかり、その論文
では２００８年に山根が共著論文与えた一
般化されたルート系の定義と同等である事
が示された。その事により定理３を得られた。
Ｒが有限集合であるときｂ∈ℬに対してｆ∈
ℳおよびｔ∈ℕに対してｂｆ，ｔ（Ｉ）＝－ｂ（Ｉ）
となるとき１ｂｓｆ，ｔをｂを終点とする最長
元とよぶ。ｋ＝｜Ｒ＋ｂ（Ｉ）｜であり１ｂｓ
ｆ，ｋが最長元であるときＲ＋ｂ（Ｉ）＝｛ｂｆ，

ｔ－１（ｔ）｜１≦ｔ≦ｋ｝が成り立つ。 
(3)Ａを有限生成アーベル群とする。Ｋを標
数０の代数閉体とする。χ：Ａ×Ａ→Ｋ－
｛０｝をχ（ａ，ｂ＋ｃ）＝χ（ａ，ｂ）χ
（ａ，ｃ），χ（ａ＋ｂ，ｃ）＝χ（ａ，ｃ）
χ（ｂ，ｃ）を満たす任意の写像とする。χ
およびＡの基｛ａｉ｜ｉ∈Ｉ｝に対してドリ
ンフェルドの２重構成法の考え方で一般化
された量子群Ｕ（χ）を構成する事が出来る。
Ｕ（χ）に対してＰＢＷ型基底を記述するカ
ルチェンコ型ルート系Ｒ（χ）が定義できる。
有限集合であるＲ（χ）はヘッケンバーガー
により分類されている。Ｒ（χ）が有限集合
であれば一般化されたルート系である。当該
研究ではＵ（χ）の有限次元既約表現の表現
空間が最高ウエイトベクトルを持つ事を示
した。さらに有限次元既約表現の最高ウエイ
トを分類した。Ｋｉ，Ｌｉ（ｉ∈Ｉ）をＵ（χ）
のカルタン部分の生成元とする。ℒ（Λ）を
Λを最高ウエイトとするＵ（χ）の既約加群
とする。Λｉ：＝Λ（ＫｉＬｉ

－１）とおく。 
χｉ,ｊ：＝χ（ａｉ，ａi）とおく。ｑ∈Ｋを０
でなく１のべき根でもないものとする。[ａｉ

ｊ]ｉｊ∈Ｉを複素単純リー代数のカルタン行列
とする。ｄｉ∈ℕを[ｄｉａｉｊ]が対称行列であ
るものとする。χをχｉ,ｊがｑのｄｉａｉｊ乗で
あるものとする。このときℒ（Λ）が有限次
元である為の必要十分条件は全てのｉ∈Ｉ
に対してΛｉがχｉ,iの非負整数べき乗である
ことである。χをＡ（ｍ，ｎ－ｍ－１）型複
素単純スーパーリー代数に対応するものと
する。すなわちχｉ,i＝ｑ（１≦ｉ≦ｍ），χｍ

＋１, ｍ＋１＝－１，χｉ,i＝ｑ－１（ｍ＋２≦ｉ≦
ｎ），χｉ,i+1χｉ+1,i＝ｑ－１（１≦ｉ≦ｍ），χ
ｉ,i+1χｉ+1,i＝ｑ（ｍ＋１≦ｉ≦ｎ－１），χｉ,j

χj,i＝１（｜ｉ－ｊ｜≧２）を満たすものと
する。このときℒ（Λ）が有限次元である為

の必要十分条件は全てのｉ∈Ｉ－｛ｍ＋１｝
に対してΛｉがχ（ａｉ，ａi）の非負整数べ
き乗であることである。これ以外は複雑な条
件が必要となる。例えばχを D（ｍ，ｎ－ｍ）
型複素単純スーパーリー代数に対応するも
のとする。とくにχ1,1＝ｑ，χｍ, ｍ＝－１，
χn, n＝ｑ－１とする。Ｇ:=( Λn-m・・・Λn-2）
2Λn-1Λnとおく。このときℒ（Λ）が有限次元
である為の必要十分条件は次の(a)－(d)が
成り立つ事である。 (a)全てのｉ∈Ｉ－｛ｎ
－ｍ｝に対してΛｉがχｉ,iの非負整数べき乗
である。(b) Ｇはｑ２の非負整数べき乗であ
る。(c)ある０以上ｍ－２以下の整数ｋがあ
ってＧ＝ｑ２ｋであるならばΛn-m・・・Λn-ｍ＋

ｋ＝ｑｋでありΛn-ｍ＋ｋ＋１＝・・・＝Λn＝１で
ある。(d) Ｇ＝ｑ２（ｍ－１）であるならばΛ
n-m・・・Λn-１＝ｑｍ－１である。 
 
(4)Ｕ（χ）のハリシュ・チャンドラ理論に
対する共著のプレプリントを書いた。
（preprint, arXiv:1309.1651） 
 
(5)Ｕ（χ）の普遍Ｒ行列を導いた共著論文
を出版した。 
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Conference on Integrable Systems and 
Quantum symmetries (ISQS) June 23 - June 
29, 2014, ２０１４年６月２５日 チェコ
（プラハ） 
 
○18 山根 宏之 Rosso's Construction of 
Central Elements,ドイツ・マールブルク大
学・数学教室 Oberseminar "Kombinatorik und 



Algebra" ２０１４年６月２０日 ドイツ
（マールブルク） 
 
○19山根 宏之 Harish-Chandra-type theorem 
of generalized quantum groups 第 10 回駒
場幾何学的表現論と量子可積分系のセミナ
ー ２０１４年５月１０日 東京大学大学
院数理科学研究科（東京都・目黒区） 
 
○20山根 宏之 Irreducible representations 
of generalized quantized algebras ２０
１４年度日本数学会春季年会 ２０１４年
３月１７日 学習院大学（東京都・豊島区） 
 
○21山根 宏之 コクセター亜群と表現論 岐
阜大学工学部数学教室セミナー ２０１４
年２月２１日 岐阜大学工学部（岐阜県・岐
阜市） 
 
○22山根 宏之 一般化された量子群の中心 
大阪市立大学数学研究所代数セミナー ２
０１３年１０月２２日 大阪市立大学数学
研究所（大阪府・大阪市） 
 
○23山根 宏之 Skew center of a generalized 
quantized algebra アルゼンチン・コルド
バ大学リー理論セミナー ２０１３年９月
５日 アルゼンチン（コルドバ） 
 
○24山根 宏之 コクセター亜群の松本の定理
と一般化された量子群のシャポバロフ行列
式 慶應義塾大学理工学部微分幾何・トポロ
ジーセミナー ２０１３年６月２４日慶應
義塾大学理工学部（神奈川県・横浜市） 
 
○25 山根 宏之  Universal R-matrix of a 
generalized quantum group 第 16 回 代数
群と量子群の表現論（RAQ2013）２０１３年
６月６日強羅青雲荘（神奈川県・箱根町） 
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