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研究成果の概要（和文）：正則関数は平面内の図形の角度を変えないで平面内の図形に移す. これをして正則関
数は共形であるという. 正則関数は数学的に良い性質を持つ. 平面内の図形をより次元の高い空間に共形に移す
とき, その写像は同様に良い性質を持つことが期待出来る. このことを最もよく実現するのが四次元ユークリッ
ド空間への超共形写像であると推測して性質を調べた. その結果, シュワルツの補題の超共形写像版など, 正則
関数でよく知られていた定理の超共形写像版ができた. これらの性質は超共形写像に付随するツイスター空間へ
の写像を経由して得られる. 共形写像について, ツイスター空間への写像との関連を明らかにした. 

研究成果の概要（英文）：A holomorphic function relates a figure in the plane to a figure in the 
plane
without changing the angle. This is said that a holomorphic function is conformal. A holomorphic 
function has mathematically good properties. 
If a map relates a figure in the plane to a figure in a higher dimensional space, it can be expected
 that the map has similarly good properties. We speculated that the best realization of this is a 
super-conformal map to the four dimensional Euclidean space. As a result, a super-conformal map 
version of a well-known theorem of a holomorphic function such as a super-conformal map version of 
Schwarz's lemma was proved. These properties are obtained via maps to the twistor space associated 
with a super-conformal map. We revealed the relation between conformal maps and the maps to the 
twistor space.

研究分野： 曲面の微分幾何学
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１．研究開始当初の背景 
 リーマン面から 4 次元共形球面 S4 への超
共形写像とは, ウィルモア・エネルギーが零
である共形写像である. S4 を四元数的射影直
線で実現し, そのツイスター空間へのリーマ
ン面からの正則写像とツイスター射影の合
成写像が超共形写像となる.  
 共形写像のウィルモア・エネルギーは, S4

の共形変換で不変な量である. よって超共形
写像は共形幾何の研究対象である. ウィルモ
ア・エネルギーが零であるからウィルモア曲
面である. S4 の立体射影は共形写像である. 
よって, リーマン面から R4 へのウィルモ
ア・エネルギーが零の共形写像は, S4 への超
共形写像と立体射影の合成である. これも超
共形写像とよぶ . Boruvka 曲面 , Wintgen 
ideal 曲面ともよばれる.  
 これらは長い歴史をもつ研究課題であり, 
最近の研究結果としては, C2内の超共形ラグ
ランジュ球面の決定, ガウス曲率と法曲率の
絶対値が等しい超共形写像の分類, 複素正則
零曲線とのダルブー変換による対応などが
ある.  
 二次元共形球面 S2 を S4 内で実現し, これ
と複素射影直線を同一視するとき, リーマン
面から複素射影直線への超共形写像は正則
写像と反正則写像である. これより, 超共形
写像は, リーマン面から複素射影直線への正
則写像と反正則写像の, 共形幾何学における
高余次元版であると考えられる. リーマン面
から複素射影直線への正則写像と S2 から複
素平面ヘの立体射影を合成するとリーマン
面上の正則関数もしくは有理型関数が得ら
れる. したがって, 四次元球面を四元数的射
影直線で実現し, リーマン面から S4 への超
共形写像と S4 から四元数への立体射影の合
成写像は, リーマン面上の正則関数もしくは
有理型関数の性質と, 類似した性質をもつと
予想される.  
 そこで, 超共形写像を C2 への正則写像と
四元数への共形写像の四元数の積でとあら
わした. これを用いて, 正則関数と有理型関
数 に つ い て の Schwarz の 補 題 , 
Schwarz-Pick 定理, Weierstrass 分解定理, 
Abel-Jacobi 定理にたいして, 超共形写像版
の定理を構築した 
２．研究の目的 
 本研究では,継続研究として, 正則関数と
有理型関数についての定理にたいして, 超共
形写像版の定理を構築できるかどうかとい
う問題を研究する. さらに派生研究として,  
得られた定理と(1) 超共形写像の変換, (2) 
超共形写像と対応する平坦接続の族, との関
係を研究する. また, (1) 古典的な曲面で超
共形であるもの, (2)  超共形写像の高次元版
となる高い次元の多様体間の写像, について, 
同じ問題を研究する.  
 
３．研究の方法 
 研究分担者として塚田和美, 長谷川和志, 

大仁田義裕, 研究協力者として, Katrin 
Leschke からなる研究組織を作り, 塚田和美
から四元数的射影空間内の部分多様体, 長
谷川和志からは曲面のツイスターリフト, 
Katrin Leschkeから四元数的正則幾何につい
ての知見の提供を受け研究を進めた. 
 2014 年度と 2016 年度に全体でのミーティ
ングを行って研究方針を立てたほか, Katrin 
Leschke と毎年度一回の割合で, 長谷川和志
とは毎年度複数回のミーティングを行って
研究を進めた. 得られた結果は日本数学会
の年会や秋季総合分科会などで発表し, フ
ィードバックによりさらなる研究情報を収
集した.  
  
４．研究成果 
 (1)得られていた, 超共形写像の分解定理
を用いた正則関数と有理型関数についての
Schwarz の 補 題 , Schwarz-Pick 定 理 , 
Weierstrass 分解定理, Abel-Jacobi 定理の超
共形写像版をベクトル束とその切断を用い
てアップデートした. これにより, 非専門家
によりアクセスしやすい内容となり国際専
門誌に掲載された. さらにそれをアップデー
トしたものを国際研究会で発表し, その内容
が研究会紀要に掲載予定である. (2)超共形
写像がツイスター空間にリフトを持つこと
を, 四元数的正則幾何を用いて長谷川和志
と詳細に調べることにより, 共形写像に標
準的なツイスターリフトが構成されて, 超
共形写像に付随する正則リフトはこのリフ
トの特別な場合であること, 他の共形写像
の性質もこのリフトの性質で説明できるこ
とを示した. この結果は国際専門誌に掲載
された. この研究は余次元が高い曲面へと
継続している。(3) 超共形写像は等温曲面の
意味で極小曲面とクリストッフェル双対で
ある. このことを, Katrin Leschke と四元数
的正則幾何を用いて詳細に調べ, 極小曲面
の変換であるシンプル・ファクター・ドレッ
シングで説明し, その他の変換のこともま
とめてプレプリントにまとめarXivにポスト
した.  このプレプリントは極小曲面の国際
的リーディンググループであるグラナダ大
の研究グループに注目されることとなり, 
Leschke がグラナダ大のセミナーで二回説明
することとなった. この研究は余次元が高
い曲面へと継続している。 
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