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研究成果の概要（和文）：ソフトマターや多孔性物質など，ナノスケールの物質の界面として現れる3重周期的
極小曲面上に，分子配置として存在する双曲的アルキメデスタイリングに関する基礎理論の研究を，数学および
物理学の立場から行った．特に，Schwarzの極小曲面およびSchoenのジャイロイド曲面上のタイリングを詳しく
調べた．また，これらの曲面とポアンカレ円盤との対応を与える等角写像を具体的に与えた．

研究成果の概要（英文）：We have studied, from the points of view of mathematics and physics, basic 
theory of hyperbolic Archimedean tilings on triply periodic minimal surfaces appearing as the 
interfaces in soft matters or mesoporous materials of nanoscopic size. In particular, we have 
investigated many tilings on Schwarz minimal surfaces and Schoen’s Gyroid surface. Furthermore we 
have given concrete expressions of the mappings between these minimal surfaces and the hyperbolic 
plane.  

研究分野：代数学
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１．研究開始当初の背景 
2011 年にノーベル化学賞が贈られたダニエ
ル・シェヒトマンの研究は，従来の結晶構造
を拡張した準結晶構造を持つ物質の発見で
あった．この発見を契機に，物質の新たな構
造の発見への関心が高まった．そうした中で，
近年観測技術の進歩によって，ソフトマター
や多孔性物質など，ナノスケールで見られる
物質の構造に，高い対称性を持つ幾何構造が
現れることがわかってきた．そのようなもの
の一つとして，異なる分子がつながってでき
る高分子の集団が自己組織化し共連続構造
を成す際に，各成分の界面が周期的極小曲面
を形成するというものがある．Schwarz の極
小曲面，ジャイロイド 曲面などがその代表
的な例である．研究代表者と分担者は，ある
種の高分子に対する数値シミュレーション
によって，ジャイロイド曲面上に高分子が規
則的に配置する幾何構造を発見した．これは
ユークリッド平面上のアルキメデスタイリ
ングの自然な双曲幾何版とも捉えられる．本
研究は，この発見が出発点となっている． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，Schwarz の極小曲面，ジャ
イロイド 曲面など，周期的極小曲面上に存
在する双曲的アルキメデスタイリング構造
を，群論，幾何学および物性物理学の立場か
ら総合的に研究する事にある．  
 我々の発見したジャイロイド 曲面上の双
曲的アルキメデスタイリングの頂点は，高分
子の一つの成分の位置に相当することが実
験によって確認されているが，何故そのよう
な配置となるか物性理論からの説明はなさ
れていない．また，曲面の対称性および幾何
学からの数学的説明もなされていない． 
 このような曲面上のタイリング構造は，物
性理論および群論，曲面の幾何学と深く結び
ついていると考えられる．そこで，ジャイロ
イド曲面だけでなく，共連続構造に現れる周
期的極小曲面も含め，曲面上に存在するタイ
リングを，数学と物理学の立場から総合的に
研究し，その構造を，幾何学的，解析学的に
明らかにすることを目的とする． 
 
３．研究の方法 
共同研究のためのラビリンス研究会を開催
し，代表者は群論および幾何学的観点から，
分担者は物性物理学の見地から本研究課題
に取り組み研究を進めた．この研究会には，
関連する研究者を招き，最新の研究成果につ
いての知見を取り入れつつ，研究協力体制を
整えた． 
代表者は，群論および幾何学の立場から周
期的極小曲面と双曲幾何学の関係を研究し，
結晶構造との関連を探った．特にジャイロイ
ド曲面上に存在するアルキメデスタイリン
グの可能性を理論的に決定する作業を進め，
分担者の開発する高分子モデルのシミュレ
ーションを使いつつ，共連続構造の幾何学的

研究を行った．また，構造色をもつ蝶の鱗粉
などに見られる共連続立方相としてのジャ
イロイド構造のフォトニックバンドなどの
光学物性について研究するために，幾何光学
の観点からの研究を行った． 
本研究は，ソフトマター物理，固体物理学，
数学，化学という異なる研究分野を横断する
学際的色彩を持ものである．そのため，関連
する文献を調べ，専門知識を深めた．また，
異分野の研究者に本研究に関連する内容を
紹介するため，分担者と共同で本の執筆を進
めた． 
 
４．研究成果 
 3 重周期的極小曲面上のアルキメデスタイ
リングに関して，測地線によるタイリングの
数値シミュレーションを行い，いくつかのタ
イリングの存在を確かめた．また，分担者は，
Schwarz の極小曲面およびジャイロイド曲面
上での球のシミュレーションを行い，アルダ
ー転移を観察することによって曲面上の球
配置に関する規則構造を多数発見した．さら
に，20 面体ウィルスの配列を説明する T数と
よく似た H数を定義して，規則構造を作る球
のマジックナンバーを明らかにした． 
共連続相の光学物性の研究については，結
晶光学の立場から，曲面の幾何学的構造と微
分方程式の関係に着目した研究に着手し，曲
面族の2重ファイブレーションの立場からの
研究を行った．特に Kummer 曲面および K3 曲
面との関係を調べた．これは，幾何学，解析
学，組合せ論などの分野と関係する興味深い
研究に発展することになると思われる． 
Schwarz の極小曲面およびジャイロイド曲
面など，3 重周期的極小曲面には，ポアンカ
レ円盤との間に等角写像による対応がある．
この対応を，楕円積分および保型関数を用い
て具体的に記述する事ができた．これにより，
正多面体や，これらの曲面に関連するネット
ワークグラフなどの離散データとの関係を
考察することができ，3 重周期的極小曲面の
解析学および数論的研究を進める準備がで
きた．特に，Schwarz 三角群の不変式である
保型関数と種数 3 の曲線のモジュライや K3
曲面のモジュライおよび代数曲面の例外型
特異点との関連がついたことは大きな成果
であった． 
さらに，分担者は，自己相似比を持つ新た
な準周期的タイリングを発見した．これは，
黄金比に基づくペンローズタイリングおよ
び白銀比に基づくタイリングの系列に属す
るもので，青銅比タイリングと命名されたも
のである． 
 また，研究期間中に，ジャイロイド曲面の
発見者である Alan  Schoen 氏と研究交流す
るため，アメリカ合衆国イリノイ州にある氏
の自宅を訪ねた．この訪問によって，これま
で知られていなかったジャイロイド曲面の
幾何学的性質についての知見が得られた．そ
の内容と本研究の成果を書籍として出版す



る計画である． 
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