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研究成果の概要（和文）：４次元空間に埋め込まれた閉曲面を曲面結び目という。この研究では曲面結び目の性質を曲
面タングルおよびその置換である局所変形の観点から明らかにした。自明な曲面タングルによる分解をもつ曲面結び目
を特徴付けたり、布構造をもつ曲面タングルの分離性などを示した。
一方で、種数１の曲面結び目を表現する仮想結び目と溶接結び目の性質も明らかにした。３ステイト数が０になる結び
目を特徴付けたり、フォックス彩色およびデーン彩色に必要な色の種類の最小値を決定した。また、溶接結び目に対し
て交差交換やデルタ変形などの局所変形が結び目解消操作となることを示した。

研究成果の概要（英文）：A surface-knot is a closed surface embedded in 4-space. We study many properties 
of surface-knots from the viewpoint of surface-tangles and local moves. We characterize a surface-knot 
which has a decomposition of trivial surface-tangles, and prove the splittability of a surface-tangle 
with fabric structure.
On the other hand, we also study many properties of virtual knots and welded knots which present 
surface-knots of genus one. We characterize a virtual knot whose 3-state number is zero, and determine 
the minimal number of colors needed for effective Fox or Dehn colorings for a knot or surface-knot. We 
also prove that the crossing change and delta-move on a welded knot are both an unknotting operation.

研究分野：結び目理論

キーワード： 曲面タングル　曲面結び目　溶接結び目　フォックス彩色　デーン彩色
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１．研究開始当初の背景 
 
 ３次元ユークリッド空間の中の１次元の結
び目を古典結び目といい、４次元ユークリッ
ド空間の中の閉曲面を曲面結び目という。古
典結び目の研究が活発に行われている一方
で、曲面結び目に対する研究はまだ少ない。
特に曲面結び目理論におけるタングル的な
考察はほとんど行われていなかった。また、
トーラスの埋め込みとしての曲面結び目は、
古典結び目の拡張である仮想結び目、溶接結
び目によって表現されるが、その性質につい
てもまだあまりよく知られていなかった。 
 
２．研究の目的 
 
（１）曲面結び目理論に自明な曲面タングル
という概念を導入し、その性質について調べ
る。特に自明な曲面タングルの和によって得
られる曲面結び目がどのようなものか決定
する。 
 
（２）溶接結び目の橋指数と、対応する曲面
結び目のベース数は一致することが知られ
ている。そこで溶接結び目の橋指数の性質に
ついて、古典結び目の場合と比較しながら明
らかにする。 
 
（３）カウフマンのステイトモデルから着想
を得て導入した仮想結び目のnステイト数の
性質について詳しく調べる。特に３ステイト
数について、その値が０になるような仮想結
び目の性質を調べる。 
 
（４）フォックスの意味での１１彩色可能な
古典結び目、仮想結び目、曲面結び目につい
て、非自明な１１彩色に必要な色の種類の最
小値を調べる。特に１１未満の彩色の場合と
の違いを明らかにする。 
 
（５）仮想結び目の実交点における交差交換
は結び目解消操作ではないことが知られて
いる。そこで溶接結び目に対する交差交換を
含む様々な局所変形が結び目解消操作にな
るかどうか調べる。さらに対応する曲面結び
目に対しても、タングルの置換である局所変
形が導入できるか調べる。 
 
（６）曲面タングルのうちで、縦・横・高さ
方向にそれぞれ何枚かの円板をおいたもの
を考え、それが曲面タングルとして絡んでい
るかどうかを調べる。さらにその高次元化を
考察する。 
 
（７）種数１の向き付け可能なリボン曲面結
び目は溶接結び目により表現される。そこで
種数１の向き付け不可能なリボン曲面結び
目を１次元で表示する方法について調べる。
特に円筒を裏返す曲面タングルを一部分に
もつ状態をノードで表し、そのノード付溶接

結び目の性質について明らかにする。 
 
（８）これまで nが奇数の場合にのみ、１次
元結び目や曲面結び目のフォックスn彩色に
対する必要な色の種類の最小値の研究がな
されてきた。そこで nが偶数のときにも拡張
し、特に nが４、６、８の場合にその最小値
を決定する。 
 
（９）彩色の概念はフォックス彩色だけでな
くデーン彩色が知られており、それらには相
互に関係がある。そこで非自明なデーン n彩
色に用いられる色の種類の最小値を定義し、
その性質を明らかにする。特にデーン５彩色
について性質を調べる。 
 
（１０）非自明なフォックス３彩色は常に３
色すべてを必要とするため、それ以上の性質
は調べられていなかった。そこで３彩色に適
当な条件を与えることで性質にどのような
制限がつくかを調べる。 
 
３．研究の方法 
 
（１）４次元ボール内に埋め込まれたいくつ
かの３次元１ハンドルから得られるアニュ
ラスを成分にもつタングルを自明な曲面タ
ングルとして定義し、自明な曲面タングルを
２つ貼り合わせて得られる曲面結び目がど
のようなものになるかを、自明な古典絡み目
のモーション群を利用して調べる。また、種
数１の向き付け可能な曲面結び目が自明な
曲面タングル分解をもつかどうかを、溶接結
び目による表示を用いて調べる。 
 
（２）古典結び目に対する橋指数の定義は、
射影図上の上橋の本数の最小値とするもの
と、方向ベクトルに関する極大点の個数の最
小値とするものの２通りある。また、古典結
び目の拡張のひとつである仮想結び目に対
してはこれらの２通りの定義が一般には一
致しないことが知られている。これらの事実
をもとに、古典結び目のもうひとつの拡張で
ある溶接結び目に対して橋指数の２通りの
定義が一致するかどうかを調べる。さらにそ
の結果を対応する曲面結び目に応用する。 
 
（３）仮想結び目の射影図 Dに対し、すべて
の実交点を平滑化することで得られるステ
イトが n個の円周からなるとき nステイトと
いい、Dに付随する nステイトの個数を sn（D）
と定める。この研究では s３（D）＝０をみた
す射影図Dをガウス図式を用いて特徴付けす
る。さらに仮想結び目 Kに対して Kのすべて
の射影図にわたる sn（D）の最小値を sn（K）
とかき Kの nステイト数と定める。宮澤多項
式、±１捻れ数、上下結び目群を用いて s３
（K）＝０となる仮想結び目 K の特徴付けを
行う。 
 



（４）古典結び目や曲面結び目に対する非自
明なフォックス１１彩色に用いられる色の
種類の最小値は５または６であることが知
られている。１１未満の場合のタングルを用
いた局所変形の手法を１１の場合に応用す
ることで、その最小値が５であることを証明
する。さらに１１未満の場合と異なり，最小
値を与える５色の集合の候補は２種類あり、
両方とも実現できるかどうかを調べる。 
 
（５）実交点における交差交換は、古典結び
目に対しては結び目解消操作であるが仮想
結び目に対しては一般には違う。そこで溶接
結び目に対して交差交換が結び目解消操作
になることを、ガウス図式におけるコードの
変形を用いて証明する。この結果から、古典
結び目に対する鈴木の標準形と同様なもの
が溶接結び目に対しても導入できることを
射影図を用いて示す。さらにデルタ変形やシ
ャープ変形といった局所変形も溶接結び目
に対して局所変形になることを、古典結び目
に対する証明を基本にして示す。その応用と
して、古典空間グラフの内在問題と同様な結
果が曲面結び目に対しても得られるかどう
かを、鈴木の標準形に対応する曲面結び目の
射影図の形を利用することで調べる。 
 
（６）縦糸と横糸からなる２次元の布のタン
グルの概念を、曲面タングルに導入する。す
なわち３次元立方体の中に、各面と平行な正
方形の面を何枚かずつ埋め込んだものを考
え、それを射影図としてもつような曲面タン
グルをとる。この３次元の布タングルから、
２重点における上下の情報を用いて有向３
部グラフを構成する。３重点における上下の
情報により３部グラフは長さ３のサイクル
をもたないことを示し、それを用いて任意の
３次元の布タングルは常に分離的であるこ
とを示す。さらにこの手法を一般化し、高次
元の場合の布タングルが分離的であるかど
うか調べる。 
 
（７）溶接結び目図式上にいくつかの点を指
定したものを考える。この点をノードとよぶ。
ノード付の溶接結び目図式に対して、種数１
の曲面結び目が対応する。特にノードの個数
が偶数ならば向き付け可能、奇数ならば向き
付け不可能な曲面結び目となる。ノード付溶
接結び目の基本変形を導入し、ノードの動き
を円筒上で考察することにより、変形の過程
においてノードは高々２個で十分であるこ
とを示す。特に向き付け不可能な曲面結び目
の場合ノードは常に１個とできることが分
かる。また、ノード付溶接結び目と、それに
対応する曲面結び目の結び目群および結び
目カンドルが一致することを、ノードをもた
ない場合と同様な手法で示せないか調べる。 
 
（８）古典結び目や曲面結び目に対するフォ
ックスn彩色に用いられる色の種類の最小値

を考えるとき、効果的 n彩色に限定すること
が本質的であることが知られている。n が偶
数である場合でも、タングルを用いた局所変
形を応用することにより、その最小値が決定
できないかを調べる。特に４彩色、６彩色、
８彩色の場合に、具体的に結び目図式を変形
することにより、その最小値を決定する。 
 
（９）結び目に対する彩色は、その結び目群
の二面体群へのある表現とみなすことがで
きる。また、結び目群の表示としてビルディ
ンガー表示とデーン表示が知られており、前
者はフォックス彩色を与える。後者が与える
彩色をデーン彩色という。これは結び目の射
影図の平面における補領域に対する彩色と
みなすことができる。この観点から彩色に必
要な色の種類の最小値の性質を調べ、特にデ
ーン５彩色のときに具体的に射影図を変形
することで最小値が決定できるかどうか調
べる。 
 
（１０）非自明に３彩色された古典結び目の
射影図 Dが、ある特定の色に関してその色が
付けられた弧が一本のみであるとき、その結
び目は三葉結び目を素分解の成分としても
つかどうかを調べる。具体的には、射影図 D
を２次元球面上で考え，その弧の近傍を E、
その補領域を F とし、D を D∩E と D∩F に分
解してそれぞれのタングルがどのような性
質をもつか調べる。D∩F内の交点をすべて適
切に平滑化して考えると、本質的に D∩F 内
の弧は互いに平行となる。次に Dから問題の
弧を取り除いて得られるシータグラフに着
目することにより、D が表す結び目の形を調
べることができる。 
 
４．研究成果 
 
（１）４次元ボール内の３次元１ハンドルか
ら得られる自明な曲面タングルについて、ふ
たつの自明な曲面タングルから得られる種
数１の曲面結び目は常にリボンとよばれる
性質をもつことを示した。また逆に、任意の
種数１のリボン曲面結び目に対して、適当な
次数の自明な曲面タングル分解をもつこと
も示せた。その証明には、自明な古典絡み目
のモーション群の生成元と曲面結び目の射
影図の対応、溶接結び目による表示などを用
いる。このことから、リボンでない曲面結び
目に対するタングル分解を考えるためには、
非自明な曲面タングルを導入する必要があ
ることが分かる。 
 
（２）溶接結び目 Kに対して、その図式にお
ける上道の本数の最小値を b1(K)とし、平面
内の方向ベクトルに関する極大点の個数の
最小値を b2(K)とする。このとき任意の溶接
結び目 K に対して b1(K)=b2(K)が成り立つこ
とを示した。仮想結び目に対してはこのふた
つの量は一致しないことが知られているこ



とと比較すると大きな差異があることが分
かる。一方で、この結果の曲面結び目におけ
る応用は次のようなものである。すなわち種
数１のリボン曲面結び目Kはいくつかの球面
を１ハンドルによって手術することに得ら
れるが、そのときの球面の個数の最小値（ベ
ース数とよばれる）と、K を自明な１次元絡
み目のモーションの軌跡を閉じた形で表し
たときの絡み目の成分数の最小値が一致す
る。 
 
（３）D を溶接結び目図式とし、G をそのガ
ウス図式とする。このとき Dの３ステイト数
s３（D）が０ならば、G の任意のコードは他
の高々２本のコードとのみ交わることが示
せた。これにより、溶接結び目 Kの３ステイ
ト数 s３（K）が０となるならば、次のいずれ
かが成り立つ。「Kの宮澤多項式の x１の２乗
の係数が０でない」または「K の１捩じれ数
または−１捻れ数が０でない」または「K の上
方結び目群と下方結び目群が同型でない」ま
たは「K の上方結び目群と下方結び目群がと
もに無限巡回群と同型になる」。その応用と
して任意の古典結び目Kに対してその３ステ
イト数は常に正であることが分かる。２ステ
イト数が０となる結び目は自明なものに限
ることと比較すると、大きな差異があること
が分かった。 
 
（４）任意の１１彩色可能な古典結び目およ
び曲面結び目は、必ず５色で塗り分けること
のできる射影図をもつことが示せた。パレッ
トグラフの議論を用いると、１１彩色の場合、 
その５色の選び方は本質的に２通りあるこ
とが知られていたが、今回の証明では、その
いずれの色の集合も実現可能であることま
で示した。これまでの１１未満の場合の研究
では最小集合がつねに一意的であったが、こ
の研究により、一般には複数の最小集合の候
補の場合にも下限を実現する図式が存在す
る可能性が出てきた。 
 
（５）仮想結び目に対して交差交換は結び目
解消操作ではないので、それ以外のデルタ変
形やシャープ変形なども結び目解消操作で
はない。この研究ではまず、溶接結び目に対
する交差交換をガウス図式を通して考える
ことにより、任意の溶接結び目に対して交差
交換が結び目解消操作であることを示すこ
とができた。これを小さなメリディアン円周
とバンドで表示する手法に応用すると、溶接
結び目は古典結び目同様に鈴木の標準形を
もつことが分かる。さらにこの形を利用して、
デルタ変形とシャープ変形が溶接結び目の
結び目解消操作になることが示せる。その応
用として、シータ球面のリボン内在定理の簡
易な別証明が与えられる他に、球面とトーラ
スを内在的に含む２次元胞体のリボン内在
問題を肯定的に解決することができた。 
 

（６）３次元立方体の中に、各面と平行な正
方形を埋め込んで、その２重点曲線に交差情
報をいれたものは、曲面タングルを表す。こ
のような「３次元布」に対して、各正方形を
頂点とする３部完全グラフを対応させる。た
だし上下の情報により辺は向き付けられる。
３重点の周りでは上中下とラベル付けられ
るので、長さ３のサイクルはないこと二注意
して、グラフ理論の議論を用いることにより、
任意の３次元布は分離的であることを示し
た。さらに一般に n+１次元立方体に n次元の
糸で編んだ高次元布を考察すると、n>1 であ
れば常に分離的であることが証明できた。 
 
（７）溶接結び目図式に対して、その上にい
くつかの点（ノードとよぶ）をおいたノード
付図式 Dを考える。このような図式に対して
種数１の（向き付け可能・不可能を問わない）
リボン曲面結び目を対応することができる。
特にノードにはチューブを反転させる曲面
タングルを対応させる。この研究ではまず、
D に対するどのような変形が対応する曲面結
び目のタイプを変えないかを考察した。その
中には隣り合うノードのペアの生成と消滅
も含まれる。このような変形によって生成さ
れるノード付図式の同値類を考えると、その
結び目群や結び目カンドルは、対応する曲面
結び目のそれらと一致することが分かる。任
意のノード付図式は高々１個のノードをも
つものと同値になる。そこで次の研究として、
それらをつなぐ基本変形の途中にどれくら
いノードを増やす必要があるかを考えた。す
るとノードをもたないふたつの図式に対し
ては変形の過程でも鏡像を取りさえすれば
ノードを増やす必要がないこと、またノード
をちょうど１つだけもつふたつの図式に対
しては変形の過程でつねにノード１個のま
まで動かせることが分かった。 
 
（８）n が偶数の場合には、フォックス n 彩
色は２成分以上の絡み目に対して意味をも
つ。この研究では nが４、６、８の場合に効
果的フォックスn彩色に用いられる色の種類
の最小値がそれぞれ４、４、５であることを
示した。これまでの研究では nが奇数の場合
を行っていたが、そこで用いられた局所変形
の手法と、偶数独自の性質を利用した。一方
でこれまでに知られていた下限は３、４、５
であったので、特に nが２のベキのときには
その下からの評価は等号が成立していない。
これに関する精密化が今後の課題となる。 
 
（９）結び目の射影図に対するデーン n彩色
とは、各補領域を n彩色で塗り分け、各交点
の周りで彩色条件をみたすものである。理論
的にはフォックスn彩色の集合と１対１に対
応するが、デーン彩色についてはこれまでほ
とんど研究が行われてこなかった。今回は、
フォックス彩色に対する色の種類の最小値
の研究を元にして、同様な概念をデーン彩色



に対しても導入し、その性質を調べる研究を
行った。特にデーン５彩色に必要な色の種類
は４以上であること、またちょうど４色で塗
り分けることのできる射影図が存在するこ
とを証明した。一見するとフォックスの場合
と同様な結果であるが、局所変形を用いた証
明の手法は全く別ものである。 
 
（１０）一般に n>3 のとき、フォックス n彩
色可能な結び目は、高々n-1 種類の色を用い
て彩色できる射影図をもつが、n=3 の場合だ
けは状況が異なる。すなわち任意の３彩色は
３種類の色すべてを用いる必要がある。この
研究ではそれぞれの色が何回ずつ用いられ
るかに注目し、特に１回しか用いられない色
が存在するならば、その結び目を素分解した
ときに三葉結び目を因子としてもつことを
示した。したがって、三葉結目以外の３彩色
可能な結び目に対しては、任意の３彩色にお
いてどの色も２回以上用いられていること
が分かる。この場合さらに、ちょうど２回用
いられるような結び目は素な結び目に限定
しても無限個存在することも分かった。 
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