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研究成果の概要（和文）：円周上の向きを保つ無限回可微分同相写像で回転数がliouville数であるものを考
え、その保存する測度のハウスドルフ次元が０であるものが通用的であることを示した。また無限回可微分同相
写像がlebesgue測度により定める軌道同値類の型を研究し、任意の与えられた型をもつ可微分同相写像が空間全
体の中で稠密であることを示した。また、コンパクト多様体上の葉層構造でその葉が双曲的リーマン面であるも
のを考え、その葉に沿ったホロサイクル流が極小となるための十分条件を得た。

研究成果の概要（英文）：We studied orientation preserving infinitely differentiable diffeomorphisms 
of the circle whose rotation numbers are the given Liouville numbers. We showed that the 
diffeomorphisms whose invariant measures have the Hausdorff dimension 0 form a residual subset. We 
also studied the types of the orbit equivalence classes that the diffeomorphims determine together 
with the Lebesgue measure. We showed that the diffeomorphisms which take the given type form a dense
 subset. We also considered foliations on compact manifolds whose leaves are hyperbolic Riemann 
surfaces. We obtained sufficient conditions for the associated leafwise horocycle flows to be 
minimal.

研究分野： 葉層構造と力学系の位相幾何学的研究
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１．研究開始当初の背景

種数 gの向き付けられた曲面の基本群Γgの

円周 S1への連続作用 ϕのなす空間は、ϕの

オイラー数 E(ϕ)の値により、連結成分に

分けられる。オイラー数 E(ϕ)はその値を

[−2g+2, 2g−2]∩Zにとる。i = ±(2g−2)

に対しては、E−1(i)が連結であることは知

られていたが、それ以外の iに対し、E−1(i)

の連結成分数はまったくわかっていなかっ

た。研究開始の前年に至り、K. Mann によ

り、iが 2g− 2の約数の時、E−1(i) は複数

の連結成分からなるという結果がもたらさ

れ、さらなる研究が必要であると考えるに

至った。

２．研究の目的

本研究の目的のひとつは、上記の群 Γg の

S1への作用を詳細に調べる事であった。こ

のほかに、コンパクト多様体上の、双曲的

リーマン面による葉層構造F に付随するホ
ロサイクル流の力学系的性質を調べる事も

その目的であった。

３．研究の方法

Γg の S1への作用を調べるために用いた方

法は次のとおりである。まず、群 Γgを自然

に自由群の融合積として書き下しておき、

各自由群に制限した作用に対応して S1 の

「分割」を考える。次に融合積に対応させて

これらの分割の「組み合わせ」を考えると

いうものであった。

上記ホロサイクル流の研究のためには、

葉層構造の調和測度を考え、エルゴード理

論を応用する方法を用いた。

４．研究成果

Zimmer問題と関連して、２次元以上の多

様体M のCr-級微分同相写像のなす群の連

結成分群Grは S1上に非自明に作用するこ

とができるかという問題がある。この場合、

作用の連続性は問わない。また、群 Gr の

単純性が必要なので、r ̸= dim(M) + 1と

いう仮定を置く。このとき K.Mannは Gr

(r ≥ 2)は S1 上に C2 級には作用できない

という結果を得ていた。本研究ではこれを

拡張して、Gr (r ≥ 1)は S1 上に C1 級に

も作用できないという結果を得た（雑誌論

文 1⃝）。C0級にはどうかという問題は未解

決である。

M をコンパクト多様体とし、F をその
上の葉層構造とする。力学系（Z-作用、R-
作用）の場合と異なり、一般的に F は横断
的に不変な測度を有しない。Lucy Garnett

は横断的不変測度を f拡張するものとして

F 及びその葉向リーマン計量 gに付随する

「調和測度」を定義した。我々にとって興味

深い葉層構造F はホロノミー不変測度はも
たないものの、調和測度は常に持つのであ

る。以下、葉層構造の葉は双曲的リーマン

面であるとする。葉層構造F の調和測度に
関する重要な問題として一意性がある。F
の調和測度がただ一つに限られるとき、F
は一意エルゴード的という。通常の力学系

と同様に、このとき F は連続関数あるい
は測度の拡散について強い一様性を持つ。

BonattiとGomez-Montは一意エルゴード

的なある種の葉層構造に対し、調和測度の

等分布定理を示した。しかしながら、一般

の葉層構造は、たとえ極小（各葉が稠密の

こと）であったとしても、一意エルゴード

性は有しない。雑誌論文 7⃝において、我々
は、等分布定理の成立しない極小葉層の例

を構成した。また、任意の極小葉層構造に

対し成立する形で「弱い等分布定理」を証

明した。

引き続き、F はコンパクト多様体上の双
曲的リーマン面による極小葉層構造である

とする。以下に雑誌論文 5⃝および 3⃝で得ら
れた結果を報告する。Π : M̂ → M を F
の単位葉向接束とする。M̂ は自然に定義

された３次元葉層構造 F̂ を持つ。これは
PSL(2,R)の局所自由作用で与えられるも
のである。Bを PSL(2,R)の部分群で上三
角行列からなるもの、Dを対角行列からな

るもの、さらに U を冪等上三角行列からな

るものとするとき、これらは F̂ の部分葉層
構造 B, D及び U を与える。D及び U は１



次元葉層構造であり、各々、測地流、ホロ

サイクル流と呼ばれる。X を M̂ のB-不変

閉集合とし、µを F の任意のエルゴード的
調和測度とする。今、

MX,1 = {x ∈ M | ♯(π−1(x) ∩X) = 1}

とおくとき、次が成立する。

µ(MX,1) = 0ならば、X = M̂

この系として、葉層構造 Bは唯一つの極小
集合を有することがわかる。これを用い次

が示された。

F がホロノミー不変な横断的測度を持つな
らば、葉層構造 Bは極小である。
さらに、葉層 U すなわちホロサイクル流
の極小性のための十分条件が次の（１）、

（２）として、二つ得られた。

（１）F は平面葉を持たないリーマン葉層
である。

（２）Fは余次元１であり、Bは極小である。
条件（１）において「平面葉を持たない」

という条件が真に必要かどうかは不明であ

る。おそらくはすべての極小リーマン葉層

に対し、U は極小であろうと考えられるが、
今後の研究を俟たなければならない。また、

（２）において「Bは極小である。」という
条件は真に必要である。３次元多様体上に

局所B作用で与えられた葉層は、葉向単位

接束上の３次元葉層にいわゆる対角部分が

あり、そこでのB-作用は極小になりえない

のである。しかし、これ以外の反例がある

か否かはわかっていない。

関連して得られた無限型リーマン面上の

ホロサイクル流に関する結果（雑誌論文 6⃝
を報告する。無限型リーマン面 S が緊密

であるとは、S のコンパクト部分曲面 Sn,

n ∈ Nによる S のとりつくし列があり、各

Snの境界成分は長さが一定以下であること

とする。我々が得た結果は次のとおりであ

る。

S が緊密のとき、S の単位接束上に定まる

ホロサイクル流は極小集合を持たない。

最後に、円周上の C∞微分同相写像に関

する研究結果（雑誌論文12⃝および15⃝）を報

告する。円周 S1 の C∞ 級可微分同相写像

で回転数が αであるものの全体を Fα と表

す。これは C∞ 位相により、Baire 空間を

なす。回転数 αが無理数の時、各 f ∈ Fα

は唯一つの不変確率測度 µf を有する。以

下、αが Liouville数の場合を考える。この

場合、f により、測度 µf の性質は様々に変

わる。いま、F 0
αで、µf のHausforff次元が

0であるような f の集合を表す。このとき、

我々が得た結果は次のとおりである。

任意の Liouville数 αに対し、F 0
αは Fα中、

residual である。

同じ設定で f ∈ Fαの（Lebesgue測度に

関する）軌道同値類を考える。軌道同値類

に対しては ratio set が定義され、それに

応じて f の軌道同値類は II1, II∞, IIIλ,

λ > 1, III∞, III0 の各々の型に分類され

る。これに対し、次の結果を得た。

αを Liouville数とする。上記の任意の型を

持つものは、Fα の中で稠密である。
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