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研究成果の概要（和文）：可積分系および通常よりも過剰な個数の第一積分をもつ超可積分系の大域的な解構造
に関わる諸問題を，平衡点など不変集合に付随する共鳴現象との関わりで研究した。とくに，偶数次元の解析的
ベクトル場が楕円型平衡点の近傍で，平衡点の共鳴度に応じた個数の第一積分と可換なベクトル場をもつなら
ば，解析的なポアンカレ－デュラック標準化が可能であることを示した。これは先行研究の仮定を部分的に一般
化した上で別証明を与えたものになっている。 また，共鳴度に応じた個数の第一積分をもつ超可積分な解析的
シンプレクティック写像では，線形部分に半単純性を課すことなく，解析的バーコフ標準化ができることを示し
た。

研究成果の概要（英文）：We studied various problems concerning the global structure of solutions for
 integrable systems and superintegrable systems possessing larger number of integrals.  The 
resonance among eigenvalues of linearized dynamics associated with invariant sets such as equilibria
 played an important role in this study.  In particular, we studied an even dimensional analytic 
vector field near an elliptic equilibrium point and showed that there exists an analytic 
transformation which takes the vector field into Poincare-Dulac normal form, provided that there 
exist a sufficient number (associated with the resonance degree) of integrals and commuting vector 
fields.  This gives an alternative proof of a known result under weaker assumptions in a special 
case.  Also, we succeeded in showing that a superintegrable symplectic map can be taken analytically
 into Birkhoff normal form without assuming semi-simplicity of its linear part.

研究分野： 力学系理論

キーワード： 可積分系　共鳴　超可積分系　シンプレクティック写像　標準形理論
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１．研究開始当初の背景 
 
古典力学の運動を記述するハミルトン力学
系の中にあって，十分な個数の第一積分をも
つ系は可積分系と呼ばれ，天体力学の方程式
に代表される多くの興味深い系が可積分系
の摂動の形で与えられる。その意味で，可積
分系の解の大域的構造の理解は重要な問題
である。可積分系の解は第一積分のレベル集
合上を動くが，このレベル集合のつくるモー
メント写像は一般に特異点をもつので，それ
らの特異点の近傍における解の構造を幾何
学的に深く理解することが解の大域的構造
研究の鍵である。 
 このような特異点近傍における解の挙動
は，バーコフ標準形を用いて調べられること
から，可積分性とバーコフ標準化の関係の理
解が基本的な問題になる。これについては，
非共鳴平衡点（特異点）の場合に，解析的な
可積分系での解析的バーコフ標準化を示し
た本研究代表者による結果や滑らかな関数
の範疇におけるL.H. Eliasson による結果が
知られていたが，2005 年に N.T. Zung は解
析的な可積分系では一般の共鳴平衡点にお
いてもそのような解析的バーコフ標準化が
できることを示した。しかしながら，このと
きのバーコフ標準形は一般に求積可能性を
意味せず，解構造の解明とは言い難い。 
 本研究代表者は，共鳴平衡点においても求
積可能なバーコフ標準形を得ることをめざ
して，本研究開始に先立つ数年前から研究を
行っており，自由度 n の（相空間が２n 次元
の）ハミルトン系が共鳴度 qの共鳴平衡点の
近傍において，n＋q個の第一積分をもつなら
ば，そのベクトル場は解析的バーコフ標準化
ができることを示し，その結果を上記のハミ
ルトン系の特異点近傍での解構造の研究に
応用した部分的成果を得ていた。これは，い
わゆる超可積分系に対するバーコフ標準化
の研究であり，退化した可積分系での解構造
の理解の深化をめざしたものであった。 
 また，ハミルトン系とは限らない一般のベ
クトル場について，Bogoyavlenski は上記の
（Liouville の意味での）可積分性を拡張し，
可換なベクトル場と第一積分の存在によっ
て可積分性を定義している。この意味での可
積分な解析的ベクトル場に対しても，Zung に
よる上記の結果が拡張され，解析的ポアンカ
レ−デュラック標準化ができることが知られ
ているが，上に述べたのと全く同様に，それ
は求積可能性を意味するものではなかった。
これに対しても，本研究代表者は，ベクトル

場の超可積分性とは何か？という観点から
研究を始め，部分的成果を得ていた。  
 本研究では，これらの研究をさらに発展さ
せるとともに，その摂動問題の新たな展開を
めざしたものである。 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は,(i) 可積分ハミルトン系を
十分な個数の第一積分の存在によって捉え,
それら第一積分のつくる写像の特異点近傍に
おける標準形を通じて，可積分系の大域的な
解構造の幾何学的理解をめざすこと，および
(ii) 一般の可積分ベクトル場の共鳴平衡点
の近傍での標準化問題を超可積分性の観点か
ら追求すること，さらには (iii) 可積分ハミ
ルトン系の摂動（近可積分系）に対する解の
安定性・不安定性を追求することにある。こ
れらの研究は近可積分系の準周期解の存在に
関するKAM理論に現れる小分母の問題に深く
関わっており，可積分系の研究を通じて共鳴
現象のより深い理解をめざしたものである。
以上の目的のために，本研究ではとくに以下
の問題に取り組む。 
 
(1) 超可積分ハミルトン系の一般の特異点近
傍で，求積可能な標準形を求めることによっ
て，そこでの解構造を明らかにする。それに
よって，可積分系の解の大域的構造の理解を
めざす。 
(2) ハミルトン系以外の一般のベクトル場の
超可積分性を，可換なベクトル場と第一積分
の個数によって規定し，平衡点における解析
的標準化変換が存在するための条件を調べ，
これによりLiouville および Bogoyavlenski 
の意味での可積分性とは異なる「非可換な可
積分性」を追求する。 
(3)  超可積分ハミルトン系の摂動に対する
準周期軌道の存在問題，すなわちKAM理論をバ
ーコフ標準形の摂動の枠組で展開する．さら
に，超可積分系の不変トーラスの摂動に対す
る安定性・不安定性を理論的にも数値的にも
調べ，超可積分系という退化した可積分系の
摂動問題の新たな進展をめざす． 
 
３．研究の方法 
 
本研究を進めるための方法としては, 個人
研究が基礎になるが，それを推進していくた
めには，研究代表者と分担者ならびに連携研
究者の間の緊密な研究連絡，および国内外の
研究者との情報交換が不可欠である。 また，
ヨーロッパにはハミルトン力学系の研究者



が多く，それらの研究者を訪問し討論を行う
ことや，国際研究集会に参加し自らの成果を
発表し批評を受けること，ならびにそれらの
機会を利用して研究情報の交換を行うこと
は，本研究を進めて行く上できわめて重要な
ものである。 
 以上の観点から，研究分担者および連携研
究者とは，国内での研究集会等の機会を利用
してさまざまな討論を行ったほか，京都，金
沢を相互訪問する機会をもった。また，2013
年 6 月と 2015 年 6 月にはローマ第三大学の
L. Chierchia 教授，2016 年 6月と 12 月には
ニース大学のL. Stolovitch 教授を相互に訪
問し，セミナーと研究討論を行った。さらに，
2017 年 3 月にはパリ第七大学の L.H. 
Eliasson 教授を日本に招聘し本研究に関す
る研究討論を行うとともに，第６回「ハミル
トン系とその周辺」を京都大学で開催し，本
研究に深く関わる KAM 理論に関する研究討
論を行った。 
 また，2015 年 6 月にはポーランドの
Bedlewo にあるバナッハセンターでの国際研
究集会に，2016 年 6月にはフランスのストラ
スブールにある IRMA における国際研究集会
に招かれ，成果発表を行うとともに，研究集
会参加者との研究討論を行った。 
 
４．研究成果 
 
(1) 超可積分ハミルトン系の特異点におけ
る標準形を得るためには，系に対して自然と
定義される“ポアンカレ写像”のバーコフ標
準化が出発点になる。研究代表者はこれにつ
いて以前より，２n 次元ユークリッド空間の
原点を共鳴度qの不動点にもつ解析的シンプ
レクティック写像fが n+q個の独立な第一積
分をもつならば，解析的バーコフ標準化が行
えることを示していた。しかし，そのために
f の線形部分についての半単純性を仮定する
必要があった。本研究で，この半単純性を取
り除くことに成功した。すなわち，上記の意
味での超可積性は自動的に線形部分の半単
純性を導くことを証明した。これはハミルト
ンベクトル場の場合の結果と全く同じ結果
がシンプレクティック写像でも成り立つこ
とを示したもので，きわめて自然なものにな
っている。これにより, 可積分系に対する基
本定理（Liouville-Arnold の定理）に現れる
作用-角変数とバーコフ標準化に付随したバ
ーコフ変数を合わせたシンプレクティック
座標によって解の求積が可能になることが
示された。 

(2) 一般の解析的ベクトル場の共鳴平衡点
の近傍におけるポアンカレ−デュラック標準
化については，適切な超可積分性の定義とい
う観点からは満足できる結果が得られなか
ったが，その研究の過程でポアンカレ−デュ
ラック標準化に関する先行研究結果の別証
明を得ることに成功した。すなわち，２n 次
元ユークリッド空間において原点を平衡点
にもつ解析的ベクトル場Xが正負ペアの固有
値をもつとし（実の場合なら楕円型平衡点が
典型例），平衡点の共鳴度がqであるとする。
このとき，もし X と可換な n-q 個の独立な解
析的ベクトル場 X１（＝X），X2,…，Xn-qが存在
し，かつそれらが共通の n+q 個の独立な解析
的第一積分をもつならば，標準形が求積可能
であるような収束ポアンカレ−デュラック標
準化ができることを証明した。 
 L. Stolovitch による先行研究は，可換な
解析的ベクトル場の組に対して，求積可能な
標準形への形式的変換が存在するならば（必
要ならば適当な付加条件のもとで），解析的
標準化が可能になることを示したものであ
る。これに対して，上記の結果は平衡点を特
別な型に制限し，第一積分の存在を利用する
ことによって別証明を与えるとともに，求積
可能な標準形がいかなる場合に実現される
かを明らかにしたものになっている。ここで
課された平衡点の型に対する制限は，力学系
の観点からは最も興味深いクラスではある
が，結果としての自然さという意味では，よ
り一般的な型の場合に拡張されてしかるべ
きであり，それは今後の課題である。なお，
この結果では，n-q 個のベクトル場 X１，X2,…，
Xn-q は互いに可換である必要はない。その意
味で「可換なベクトル場」の存在を，部分的
に「共鳴度に合致する個数の第一積分の存
在」という力学系的観点からの条件で置き換
えた形になっている。この意味で超可積分な
ベクトル場の研究を，非可換な可積分性の観
点と共鳴現象の観点から推進することも今
後の課題と考えられる。 
 
(3) 研究分担者はハミルトン系の可積分性
の問題を衝突特異点の正則化を通じて捉え
るという新しいアプローチを提言し，同次ポ
テンシャルをもつ自由度２の解析ハミルト
ン系がハミルトニアン以外の解析的第一積
分をもたないための十分条件を与えること
に成功した。この成果は衝突多様体理論の新
しい応用の方向を与えるものになっており，
可積分性のもたらす必要条件を解の解析接
続の観点から述べた Morales-Ramis 理論と



は異なり，実力学系理論に基づくものとなっ
ている。 
 
(4) 連携研究者は Morales-Ramis 理論（の 
Ayoul と Zung による一般化）を応用すること
により，ハミルトン系とは限らない一般の微
分方程式系が Bogoyavlenski の意味で可積
分になるための必要条件を，系が平衡点およ
びそれに付随するヘテロ（ホモ）クリニック
軌道をもつ場合に研究した。そして，直交変
分方程式のつくるモノドロミー群の任意の
元（モノドロミー行列）が同時対角化できる
状況が実現することを示した。 
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