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研究成果の概要（和文）：離散可積分系の理論を用いることで古典直交多項式の研究を進めた。特に、古典直交多項式
の一般化である例外型直交多項式に対して、漸化式の導出に成功した。また、Bannai-Ito代数について、その応用とも
に明らかにした。関連するBannai-Ito多項式においても、一般化ダルブー変換を用いることで、例外型直交多項式類似
を導入するなどした。さらに、オートマトンを用いることで、箱玉系などの超離散可積分系を定式化し、オートマトン
の理論を用いた新しい解析手法を提案した。

研究成果の概要（英文）：By using the theory of integrable systems, we study the classical orthogonal 
functions. In this study, we have succeeded in deriving the recurrence relations for the exceptional 
orthogonal polynomials as a generalization of the classical orthogonal polynomials. The Bannai-Ito 
algebra is also presented together with some of its applications. In its relations with the Bannai-Ito 
polynomials, an exceptional orthogonal polynomial analogue is introduced by using the generalized Darboux 
transformations. We also formulate integrable ultradiscrete systems like box-ball system in the language 
of automata, and then study using the methods standard in automata theory.

研究分野：直交多項式、離散可積分系
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１．研究開始当初の背景 
 
古典直交多項式は、古典解析学における中心
的な題材であり、19 世紀、Chebyshev らに
よって直交多項式の考え方が確立する当初
から、理論と応用の両面において重要な役割
を果たしてきた。近年，古典直交多項式の一
般化として、 Jacobi 多項式あるいは
Krawtchouk多項式などを手がかりに様々な
例が提案されてきている。その中でも広範な
分野への応用が可能な、例外型直交多項式，
歪直交多項式、多重直交多項式、-1直交多項
式などは、特に精力的に調べられている。し
かしながら、それら直交関数系の全体像は明
らかにはされておらず、未だ多くの問題が残
されている状況である。 
 
可積分な連続系および離散系と古典直交多
項式を含めた特殊関数との関連性は次々と
明らかにされている一方で、現在多くの研究
究者の注目を集めている箱玉系と特殊関数
との関連性については、いわゆる超離散極限
で得られる区分線型な関数系が知られるの
みである。雛形となるべき例が未だなく、体
系的な議論も整備されてはいない。また、超
離散化の手続きは離散系において減算なし
で時間発展を決める手続きに対応しており、
この離散系の減算なしの表示は、数値計算に
おいて安定性にかかわる大切な性質であり、
重要な研究課題である。 
 
２．研究の目的 
 
現在、活発に議論されている古典直交多項式
とその一般化に関して、離散可積分系の立場
からその多様な性質を明らかにし、新たな特
徴付けを与える。これにより，直交多項式を
含めた特殊関数に関連する諸分野を横断的
に研究する新しい古典解析的方法論を確立
することが目的である。 
 
３．研究の方法 
	
 
本研究の目的を達成するために、離散可積分
系の理論を用いることで古典直交多項式と
その一般化に対して対称性および代数的観
点から解析を深める。特に，例外型直交多項
式を端緒として、一般化された古典性に関し
て Askey-Wilson 多項式も含め、統一的な特
徴付けを与える。さらに、一般化された古典
直交多項式と離散可積分系との関連性を多
面的に考察することにより、量子力学におけ
る超可積分性、箱玉系のスペクトル、数値計
算アルゴリズムなどの解析を行う。これら具
体的な研究課題を効率的に進めていくため
に、離散可積分系と古典直交多項式・箱玉系
とオートマタ群・数値計算アルゴリズムの３
つの国際的な研究グループを構成し、互いに
緊密な連絡をとる。	
 

	
 
４．研究成果	
 
	
 
本研究の成果としては、主に以下のものがあ
げられる。広田のタウ関数などの可積分系の
理論と直交多項式の理論を用いることで、古
典直交多項式とその一般化について理論的
解析を進めた。特に、古典直交多項式の一般
化として、近年注目を集めている例外型直交
多項式について、ダルブー変換との関係や、
漸化式の構造について、明らかにすることに
成功している。また、鏡映演算子と一階の差
分演算子からなる Dunkl 型作用素の多項式固
有関数として特徴付けられる Bannai-Ito 多
項式についても、その例外型直交多項式の導
出を与えた。さらに、超離散可積分系とオー
トマタ群との関係を調べるなかで、運搬車付
き箱玉系と点灯夫群のそれぞれに対応する
ランダムウォークのスペクトルが一致する
ことを見出した。	
 
	
 
(1) （離散可積分系と直交多項式）	
 

離散可積分系と直交多項式の対応関係
について、具体例を挙げて明らかにした。
ここではまず、直交多項式とその一般化
について述べ、対応する可積分系を明ら
かにしている。さらに、直交多項式やそ
の一般化に関連する最近の話題として、
数値計算、実験計画法、ランダム行列、
ASEP、出生死滅過程、量子状態転送、
Painleve 方程式、超離散系を取り上げ
て議論した。	
 
	
 

(2) （非自励離散可積分系	
 RII 型格子）	
 
ある種の一般化固有値問題の固有関数
として現れる対称型 RII 多項式につい
て、そのスペクトル変換の理論について
議論した。この理論を議論するにあたっ
て、非自励離散変形 KdV(nd-mKDV)方程
式と RII 格子方程式との関係を明らか
にした。この中で半無限格子上の
nd-mKdV 方程式のハンケル行列式解を
与えることに成功した。	
 	
 
	
 

(3) （Bannai-Ito 代数とその応用）	
 
Bannai-Ito 多項式は、鏡像変換と一階
差分からなる Dunkl 作用素の多項式固
有関数であり、現在、活発な議論がなさ
れているところである。この基本的な性
質などを調べる中で付随する代数とし
て Bannai-Ito	
 代数が導入された。この
Bannai-Ito	
 代数の複数の応用について、
議論を深めた。特に、Bannai-Ito	
 多項
式との関係、sl−1(2)代数に付随する
Racah 問題、鏡映演算子を用いて表され
る超可積分系などについて取り上げて
議論した。	
 
	
 

(4) （例外型直交多項式）	
 



 

 

Gomez-Kamran-Milson,	
 Odake-Sasaki	
 
らによって多くの具体例が知られるよ
うになってきたが,それらは個別的な解
析が主であり、それらを古典直交多項式
に付随する２階の微分作用素の準多項
式固有関数について考察することで、
Darboux 変換の理論によって統括的に
扱う手法を進展させた。	
 
	
 

(5) （例外型直交多項式の漸化式）	
 
古典直交多項式の理論おいて重要な古
典性について、例外型直交多項式に対し
て議論することは重要だが不十分な議
論しかなされていなかった。特に双対性
の議論で重要な漸化式構造については、

あまり深い考察がなされてこなかった。
ここでは、従来知られていなかった例外
型直交多項式の満たす漸化式を与える
ことに成功した。これは、複数の型が存
在することが知られている全ての型の
例外型に適用であり、X1 型 Jacobi 多項
式,	
 X2 型 Jacobi 多項式など、Laguerre
多項式や Hermite 多項式についても具
体的な漸化式の表示を与えた。	
 
	
 

(6) （直交多項式理論の数値計算アルゴリ
ムへの応用）	
 
三重対角行列束による一般化固有値問
題を解くアルゴリズムを提案した。この
アルゴリズムは、三重対角行列束の特性
多項式の零点集合上で直交性を有する
直交多項式列を考え、付随する非自励離
散可積分系の時間発展を用いることで
構成することが可能となる。また、離散
可積分系の初期値問題の厳密解を用い
ることで、アルゴリズムの収束性も示さ
れる。	
 
	
 

(7) （オートマトンの解析手法の開発）	
 
可積分系における箱玉系は、高橋・薩摩
によって 1990 年に発見されたソリトン
セルオートマトンの一つであり、その後
の超離散化手法の確立へと繋がり、現在
もなお発展している重要なモデルであ
る。また，オートマタ群と呼ばれる分野
においても活発な研究活動がなされて
いる。オートマタ群に関連する問題とし
て	
 Burnside	
 問題、Milnor	
 問題、Atiyah
問題などがあり、Aleshin-Grigorchuk	
 
群、点灯夫(Lamplighter)	
 群などのオー
トマタ群によって解かれてきた。これま
で個別の分野として発展してきた箱玉
系とオートマタ群の各理論を相補的に
とらえ関連付けることを試みた。特に、
オートマタ群で用いられる手法を箱玉
系に適用することで新しい箱玉系の解
析手法を提案した。	
 

具体的には、まず、運搬車付き箱玉系の
時間発展ルールをオートマトンによっ
て記述した。その上で点灯夫群の解析で
用いられていたグラフ上のスペクトル
解析を箱玉系に導入した。特に、運搬車
容量１の箱玉系の時間発展が平行移動
によって与えられる場合（下図：対応す
るオートマトン図形）、対応する確率行
列のスペクトルが厳密に計算可能であ
ることを明らかにし、点灯夫群のそれと
完全に一致することを見出した。運搬車
容量２以上の場合においても、点灯夫群
の場合との類似性を数値的に見出し、ス
ペクトル分布に関する予想を与えた。	
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A new recurrence relation for exceptional orthogonal polynomials is proposed, which
holds for types 1, 2, and 3. To provide concrete examples, the recurrence relations
are then given for X

j

-Hermite, Laguerre, and Jacobi polynomials in the j = 1,2
cases. C 2015 AIP Publishing LLC. [http://dx.doi.org/10.1063/1.4914334]

I. INTRODUCTION

Exceptional orthogonal polynomials (XOPs) were introduced by Gómez-Ullate, Kamran, and
Milson9 as a generalization of the classical orthogonal polynomials (COPs). They are usually
defined as the sequence of the polynomial eigenfunctions for the Sturm-Liouville operator, whose
first several degrees are missed, although the sequence is still complete with respect to the corre-
sponding L2-space. Since their introduction XOPs have been developed by many researchers and
are now widely accepted. One particular advancement is that XOPs are directly related to COPs
through the Darboux transformation and many exceptional extensions of COPs belonging to the
Askey scheme have been proposed.16 The notion of XOPs is nowadays extended to multi-indexed
orthogonal polynomials by using the repeated Darboux transformations of XOPs.11,17

As XOPs are considered an extension of COPs, the properties of XOPs, such as zeros, asymp-
totic behaviour and so on, have been discussed from this viewpoint. In this article, we are especially
concerned with bispectrality, i.e., the recurrence formula of the XOPs. Ordinary COPs are known
to satisfy 3-term recurrence relation from the theory of ordinary orthogonal polynomials (OPs).3
However, this theory does not hold for XOPs because they are not ordinary OPs. Several recurrence
formulas have been proposed and the shortest one, to the best of our knowledge, is the following
4 j + 1-recurrence relation:

p2
j

(x)Q
n

(x) =
n+2 jX

k=n�2 j

↵
n,kQ

k

(x),

where the coe�cients ↵
n,k do not depend on x. Note that, if the coe�cients of recurrence relations

depend on x, then there exist 5-term recurrence relations.
The purpose of this article is to present the new 2 j + 3-recurrence relations of the following

form:
 ⌅

p
j

(x)dx
!

Q
n

(x) =
n+ j+1X

k=n� j�1

�
n,kQ

k

(x),

which hold for any type of XOP.
This article is organized as follows. In Sec. II, we review how to construct XOPs by using Dar-

boux transformations.1,4,5 In Sec. III, we show the new recurrence formula for XOPs by observing
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