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研究成果の概要（和文）：主として完全 WKB 解析の Voros 係数についての研究を行なった．完全 WKB 解析に
おいてVoros 係数はWKB解のBorel和の大域的研究の際に重要な役割を担うが，特に，(1) 特異摂動型高階線形常
微分方程式のVoros係数 の middle convolution を用いた計算について，(2) 無限階微分作用素を用いた 
Boosted 作用素に対する完全WKB解析の研究，(3) ある種ポテンシャルを持つ特異摂動型二階線形常微分方程式
の WKB 解の Borel 変換の無限遠での増大度の研究と多重総和法との関係，といった研究について大きく進展さ
せることができた．

研究成果の概要（英文）：In this research we mainly studied Voros coefficients in exact WKB analysis,
 i.e., WKB method based on the Borel resummation method. Voros coefficients are one of the most 
important objects to study global behaviors of WKB solutions. We succeeded in clarifying the 
following topics: (1) the computation of Voros coefficients of singular perturbed higher order 
linear ordinary differential equations via the middle convolutions, (2) WKB theoretic studies of 
boosted operators using differential operators of infinite order, (3) the study of the exponential 
order of the Borel transform of WKB solutions of singular perturbed second order linear ordinary 
differential equations, and its relation to the multisummability. 

研究分野： 完全WKB解析
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１．研究開始当初の背景 
 
複素領域における微分方程式論の漸近解析
はボレル総和法の導入によって一つの大き
な発展をみせた．ボレル総和法による漸近解
析には指数的に小さい項が無理なく扱える
などの長所があり，標語的に "Asymptotics 
beyond all order" と呼ばれる新しい漸近展
開の理論的基礎の一つとなっている． 
 
WKB 法においても Voros の研究以降，ボ
レル総和法を適用することで研究が大きく
進展し，現在では完全 WKB 解析と呼ばれ
る分野として，その研究対象も 
元々の一次元シュレーディンガー方程式か
ら特異摂動型高階線形常微分方程式， 
あるいは非線形常微分方程式などのひろが
りをみせてきた． 
 
特に近年の進展として，完全 WKB 解析に
おける Voros 係数の研究がある． 
Weber 方程式の Voros 係数の明示的な表
式 (Sato's conjecture) と microdifferential 
operator を用いた変換論により，二つの単純
変わり点が「近く」にある状況における WKB 
解のボレル変換像の特異点の構造について
の研究が青木・河合・竹井によって進められ， 
その研究は様々な方程式・状況での Voros 係
数の研究へとつながった．この Voros 係数
の研究は，その応用として方程式に含まれる
（プランク定数ではない）パラメータに関す
る Stokes 現象の解明といった微分方程式
論としても興味深い研究を応用に持ち，重要
なものとなっていた． 
 
２．研究の目的 
 
従来の Voros 係数の研究は主として二階線
形・非線形常微分方程式のものに限られて 
いたため，より広いクラスの方程式（例えば
高階線形常微分方程式）を対象とすることで 
漸近解析の研究の進展が考えられる．特に 
Voros 係数の研究から  WKB 解の  Borel 
変換像の研究は「動かない」特異点の研究へ
とつながり，その解明は応用面ではパラメー
タに関する Stokes 現象の研究にもつなが
り，また理論面でも WKB 解の resurgence 
性の足掛かりになると期待できる． 
さらには Borel 変換を用いない漸近解析の
手法を用いて WKB 解の resurgence 性の
解明への試みもなされてきており，そうした
ものとの接点を Voros 係数が与えてくれる
可能もある． 
 
このように理論面からも応用面からも重要
な Voros 係数の研究をより一層進めること
は微分方程式論における漸近解析の研究に
おいてとても重要と考えられる．本研究では 
この新しい研究の方向である Voros 係数を
研究し，特に高階線形常微分方程式の Voros 

係数の決定方法や二階方程式であっても未
解決で残された完全 WKB 解析の問題（単
純極 
型作用素など），さらには Borel 総和法を用
いない漸近展開との関連についての研究を 
進めることを目的とする． 
 
３．研究の方法 
 
本研究の一つの柱はボレル総和法である．ボ
レル総和法による漸近解析では指数的に小
さい項を自然な形で扱うことができ，特に 
Stokes 現象の記述に優れる．ボレル変換に
より漸近解析の研究はボレル平面での解の
ボレル変換像の解析的な性質の研究に帰着
される．特に WKB 解の Borel 変換像の特異
性を調べるにあたっては，従来の研究では 
midcrodifferential operator を用いた標準
形方程式からの変換論が有用であった．この
研究でもそうした超局所解析の手法が用い
られる． 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 高階線形常微分方程式のVoros係数と

middle convolution. 
近年，複素領域の線形常微分方程式論
では middle convolution を用いた研
究が著しく進展し，様々な成果が得
られてきている. そこで，こうした 
middle convolution の理論が WKB 解
の Borel 変換像の解析的な性質にど
のように関わってくるかに興味が持
たれる． 
 
Middle convolution により方程式に
はパラメータが導入される．このパラ
メータが WKB 解の Borel 変換像の解
析的性質とどのように関係してくる
か を 調 べ る た め に ， Middle 
convolution により得られる方程式
の Voros 係数がそのパラメータにど
のように依存するかを調べ，これを 
generic な仮定のもとで明らかにし
た．この結果 は middle convolution 
により導入されるパラメータに関す
る隣接作用素を用いて Voros 係数の
そのパラメータに関する差分方程式
を求めることで得られる． 
 
さらに，適当な仮定のもとで，middle 
convolution によって変わり点がど
のように変化するかを調べ，middle 
convolution を作用する前後で保た
れる変わり点に関する Voros 係数に
ついては，middle convolution によ
って変わらないことも示した．これに
より幾つかの高階線形常微分方程式
については Voros 係数を決定するこ



とができた． 
 
また，パラメータが零あるいは無限
大の極限において Voros 係数がどの
ように振舞うかの考察を合流型超幾
何関数をはじめとする幾つかの具体
的な方程式に対して試み，それによっ
て Voros 係数を決定することにも成
功した. 
（以上，岩城耕平氏(名古屋大学)との
共同研究） 
 

(2) 無限階微分作用素の完全WKB解析への
応用.  
単純極型変わり点を含む高階常微分
方程式の単純極における完全 WKB 解
析の研究において，その標準形(微分
作用素の割り算定理を示すことで得
られる)がクーロンポテンシャルを持
つ二階シュレーディンガー型方程式
となることが知られているが，一番 
generic な状況では中心力項のプラ
ンク定数に関する次数が 1 次となり，
接続問題が未解決のままで残されて
いた． 
 
通常の中心力項はプランク定数に関
して 2 次であり，その場合は WKB 解
の接続公式は得られている．形式的に
は中心力項が大きい場合（つまりプラ
ンク定数に関して -1 次）を考えるこ
とになり，スケーリングで対応付けで
きるが，その Borel 平面における解
析的な意味付けをパラメータに関す
る無限階微分作用素を用いることで
与えることに成功した．これによって
単純極型変わり点における接続公式
を与えることができた． 
 
この問題のように，方程式のパラメー
タをプランク定数の次数を変えて「大
きく」, ただし Stokes 幾何は変更な
い程度には「小さい」スケーリングに
よって得られる微分方程式または微
分作用素を boosted equation あるい
は boosted operator と呼んでいる. 
このような方程式の WKB 解を Borel 
平面で考察するにあたって無限階微
分作用素の援用が有効であることを
見出し，前述の単純極型変わり点での
接続公式のほかに，Whittaker 方程式
を boost したものの Voros 係数の
特異点の構造の決定（特異点の位置，
及び，特異点での alien derivative 
の計算）にも成功した． 
（以上，河合 隆裕氏(京都大学)，神
本 晋吾氏(広島大学)と共同研究） 
 

(3) 二階線形常微分方程式に対する WKB 
解と多重総和法 

ポテンシャルに大きいパラメータに
関して低次の項が含まれている場合
に，その WKB 解が Borel 総和可能に
ならず多重総和可能になることがあ
る．例えばポテンシャルが多項式の場
合だと，これはポテンシャルのゼロ点
がプランク定数を 0 にする極限で無
限遠点と合流する状況の場合に起き
ると考えられている． 
 
そこでこのような状況で WKB 解が多
重総和可能となることを一般的な仮
定のもとで示すことを目的で，ポテン
シャルが多項式の場合に WKB 解の 
Borel 変換の無限遠点での増大度を考
察し，それが Newton 図形から予期さ
れる増大度で評価できることを示し
た． 
 
ポテンシャルが有理関数の場合も同
様のことが示せるが，適当な仮定のも
とで Borel 平面内の方向を固定した
ときの多重総和法の指数を Stokes 幾
何を用いて予想することにも成功し
た． 
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