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研究成果の概要（和文）：広義拡散過程列の極限過程として生じる双一般化拡散過程に対し、その性質等について考察
した。集団遺伝学のモランモデルに対する弱突然変異極限について、その収束は有限次元分布の収束ではあるが確率過
程の弱収束ではないこと、及び、極限過程は強マルコフ性をもつことを明らかにした。また、尺度関数列と速度測度関
数列の極限が共通の不連続点をもつ場合に、対応する双一般化拡散過程で状態空間が位相構造をもたない確率過程が出
現することを示した。これにより、双一般化拡散過程の状態空間に対して位相構造と呼ぶ包括的な概念の導入ではなく
、極限過程の分布に基づいた双一般化拡散過程の再考察の必要性を示した。

研究成果の概要（英文）：We considered properties of bi-generalized diffusion processes which are limits 
of generalized diffusion processes. We showed that weak mutation limits of the Moran model cannot be weak 
convergence limits in the space of cadlag functions, though they satisfy the strong Markov property. In 
the case that the limit of sequence of scale functions and that of speed measure functions have common 
discontinuous points, we showed that there exists a limit process whose state space has no topological 
structure. This result indicates that it is necessary to consider properties of bi-generalized diffusion 
processes by means of limit distributions instead of topological structure of state space.
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１．研究開始当初の背景 
 

1970 年代、正則区間上の広義拡散過程を対
象とした研究が進められ、極限定理等の興味
ある研究成果が数多く示された。1980 年代に
なり、Gillespie(1984)は、集団遺伝学にお
ける拡散モデルに対し極限定理を考察し、広
義拡散過程と異なる極限過程の存在を予想
した。Ogura(1989)は、新たな確率過程「双
一般化拡散過程」の枠組みを構築し、
Gillespie の予想を肯定的に解決した。
Iizuka and Ogura(1991)は、双一般化拡散過
程の枠組みの中で、集団遺伝学における様々
な拡散モデルに対し極限定理を考察し、新た
な極限過程を取り出すことに成功した。 
 研究代表者は、先行研究「一次元広義拡散
過程の非正則極限」の下で、広義拡散過程の
列の極限定理を考察し、広義拡散過程の特性
量である尺度関数と速度測度関数を組にし
て、その組の列の極限を考察し、双一般化拡
散過程が極限として出現する場合を取り扱
い、合わせて収束の意味も示した(2012～
2013)。同研究で取り扱った場合は、双一般
化拡散過程の尺度関数と速度測度関数が跳
躍点を共有する場合であり、それまでと異な
る観点から分布の収束について考察し、極限
過程を導出することが可能になった。すなわ
ち、極限過程の分布の状況を明確にし、状態
空間の分析に着手することが可能な状況に
なっていた。 
 
２． 研究の目的 
 
(1)広義拡散過程列の極限として自然に出現
する双一般化拡散過程の性質を明らかにす
る。具体的には、確率過程としての基本的な
構造（状態空間の位相構造）を解明する。 
 
(2)双一般化拡散過程の状態空間の位相構造
と、特性量である尺度関数と速度測度関数の
挙動（解析的量）との関係、及び、標本路の
挙動（確率論的量）との関係を解明する。 
 
(3)双一般化拡散過程の豊富な例を与え、当
該研究分野とその応用分野における新たな
研究対象と研究手法を提示する。 
 
３．研究の方法 
 
研究の目的で述べた内容に対し、以下の方

法で研究を行うこととした。 
 
(1)双一般化拡散過程を広義拡散過程列の極
限過程として捉えることにより諸相を解明
することを目指す。そのため、広義拡散過程
列の収束の状況について考察する。 
 
(2)双一般化拡散過程の性質を解明するため
に、標本路の具体的な表現について考察する。 
 

(3)以下の 2 つの観点に基づいて、正値連続
加法的汎関数を定義するブラウン運動の局
所時間の逆写像について考察する。 
 
①広義拡散過程は正値連続加法的汎関数を
用いてブラウン運動の時間変更と尺度関数
の変更により得られ、更に、正値連続加法的
汎関数の列と尺度関数の列を考察すること
により、双一般化拡散過程が得られる。 
 
②時間変更は正値連続加法的汎関数の逆写
像により定義される。 
 
(4)集団遺伝学における確率モデルの諸性質
やその極限過程との関連について考察する。 
 
４．研究成果 
 
研究の目的と研究の方法で述べた内容に

ついて、以下の研究成果を得た。 
 
(1)広義拡散過程列の収束の状況について考
察した。 
 
①先行研究（Tomisaki and Iizuka (2013)） 
において考察した集団遺伝学のモランモデ
ルに対する弱突然変異における極限定理を
確率過程の収束の視点から捉えなおした。そ
の結果、この収束は確率過程の弱収束ではな
いことを証明した。 
 
②これまで Iizuka and Ogura(1991)で示され
た条件を用いて、広義拡散過程列からその極
限過程である双一般化拡散過程を取り出し
てきた。しかし、その条件を満たさず、更に、
尺度関数と速度測度関数の極限関数から極
限過程を想定することが困難であるような
例を見つけることができた。これは、Iizuka 
and Ogura(1991)の条件が、ある意味で必要
十分条件であることを示している。今後の研
究において、彼らの条件を適用する際に、適
用限界を示すものとなった。 
 
(2)標本路の表現とそれから導かれる性質に
ついて考察した。 
 
①集団遺伝学のモランモデルに対して、拡散
過程列の極限過程が広義拡散過程ではない
事例について、Ogura(1989) による双一般化
拡散過程の理論を用いて標本路の具体的な
表現を得た。その表現から、極限過程は強マ
ルコフ性を満たさないと予想されていた。し
かし、標本路の表現に現れる正値連続加法的
汎関数（本事例の場合、ブラウン運動の局所
時間と境界への到達時刻の合成として得ら
れる汎関数）の分布の評価を行うことにより、
極限過程が強マルコフ性を満たすことを証
明した。 
 
②広義拡散過程列の極限過程として生じる



双一般化拡散過程に対し、Ogura(1989)の理
論に基づく標本路の具体的な表現を用いて、
極限過程の様相について考察した。本研究を
開始した 2013 年には、標本路の挙動が特異
な点についても、何らかの位相構造があると
予想し研究を推進した。しかし、2015 年、
Iizuka and Ogura(1991)で取り扱われた集団
遺伝学の拡散モデルに対して、そこでは取り
扱われなかった極限について解析を行った
ところ、状態空間が位相構造をもたないよう
な極限過程（定常型と飛躍型が混在する確率
過程）が出現した。これは、双一般化拡散過
程の状態空間に対して位相構造と呼ぶ包括
的な概念（右通過点、左通過点、罠、正則点
の分類）の導入ではなく、極限過程の分布に
基づいて双一般化拡散過程を再考察する必
要があることを示しており、今後の研究課題
を提示した。 
 
(3)正値連続加法的汎関数を定義するブラウ
ン運動の局所時間の逆写像について考察し
た。 
 
①尺度関数と速度測度関数の漸近挙動が局
所時間の逆写像に及ぼす影響（漸近関係）
について考察した。この漸近関係は、元の
拡散過程の調和変換過程に対しても保存さ
れることを証明した。 
 
②再帰的・非再帰的な拡散過程に対して局
所時間の逆写像のレヴィ過程表現に現れる
特性量についての結果を見直し、特性量の
間の関係を明確にした。 
 
③広義拡散過程の特性量を多次元確率過程
との関係の中でとらえるために、正値連続
加法的汎関数に基づく球面上のブラウン運
動との斜積確率過程について、そのグリー
ン関数と基本解の具体的な表現を与えた。
その表現を用いて、広義拡散過程の尺度関
数と速度測度関数の状態区間の端点での挙
動が、斜積のグリーン関数の摂動と基本解
の空間的一様性に反映される状況を考察し、
結果を得た。 
 
(4)集団遺伝学における確率モデルの諸性質
やその極限過程との関連について考察した。
集団遺伝学における確率モデル（間接的な相
互作用を伴う互助的中立突然変異モデル）を
記述するマルコフ連鎖とその拡散近似（拡散
過程）の境界点への初期到達時間に関する解
析を行い、平均到達時間や標本路の分類に関
する結果を得た。 
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