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研究成果の概要（和文）：1より大きい種数gの閉リーマン面のモジュライ空間において，gにより定まる最大半
径の円板（極値的円板）を許容するものの具体例を考察した。そしてそのフックス群表現による特徴付けと対称
性の構造を解析することにより，自己同型群やタイヒミュラー空間上での位置など，いくつかの結果を得ること
ができた。また，向き付け不可能な曲面である極値的クライン面に対してもNEC群による表現を用いて同様の解
析を行い，いくつかの結果を得ることができた。

研究成果の概要（英文）：In the moduli space of closed Riemann surfaces of genus g, where g is 
greater than 1, we studied examples of those admitting a disk of the largest radius determined by 
genus (extremal disk). By considering characterization of their Fuchsian group representations and 
the structure of symmetricity, we obtained some results such as the groups of automorphisms and the 
locus of those surfaces in the Teichmuller space. We also made a similar analysis of non-orientable 
extremal Klein surfaces by considering their NEC group representations, and obtained some results.

研究分野： 数物系科学
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１．研究開始当初の背景 
 極値的円板についての研究背景について
述べる。1990 年代に C. Bavard は双曲的閉
曲面が向き付け可能（リーマン面）・不可能
（クライン面）の場合それぞれに対して埋め
込むことのできる双曲円板の最大半径を種
数 g の値に応じて求めた。この最大半径の円
板（極値的円板）を埋め込むことのできる曲
面がもつ著しい特徴の一つとして，対応する
フックス群，NEC 群それぞれの基本領域は
双曲正（12g－6）角形，双曲正（6g－6）角
形であることが知られている。正多角形を基
本領域にもつリーマン面はその対称性から
さまざまな研究がある。例として種数 2 の場
合にフックス群のトレース体やワイエルシ
ュトラス点すべてを求めた M. Naatanen, T. 
Kuusalo の研究が挙げられる。極値的円板に
関する重要な問題として「2 個以上の極値的
円板を含むすべてのリーマン面，クライン面
を求めよ。」というのがある。これは研究代
表者らによって完全に解決された。次に生じ
る問題として，ここで得られた具体的なリー
マン面とクライン面がどのような特徴をも
っているかを調べることが挙げられる。 
次に対称リーマン面についての研究背景

を述べる。古典的な結果として，A. Harnack
は種数 g の閉リーマン面上に作用する位数 2
の反等角自己同型写像の固定点集合は高々
g+1 個の単純閉曲線になることを証明した。
その後，対称リーマン面に対するこの単純閉
曲線（オーバル）の研究は E. Bujalance, D. 
Singerman, S. M. Natanzonらにより精力的
に研究が行われている。特に，大きな位数の
自己同型群をもつ対称リーマン面について
の D. Singerman の研究及びこれまでに得ら
れた結果の集大成的な著書である E. 
Bujalance, J. J. Etayo, J. M. Gamboa, G. 
Gromadzki の著書などは特筆すべきもので
ある。また，E. Bujalance, F. J. Cirre, J. M. 
Gamboa, G. Gromadzkiらは対称リーマン面
に関する著書を出版しており，自己同型群と
オーバル（スピーシーズ）との関係は活発に
研究されている。 
次にリーマン面上のグラフである dessin 

d'enfant についての研究背景を述べる。
dessin d'enfant は Grothendieck により導入
された概念である。現在では向き付けられた
閉曲面上にある 2色に色分けされた頂点をも
つ連結グラフで, その補集合が有限個の位相
円板となるものを意味する。これは次の G. V. 
Belyi による結果へとつながる: 閉リーマン
面Sが代数的数体上の既約多項式で定義され
るための必要十分条件はSからリーマン球面
への正則写像で分岐値が高々3 点のものが存
在することである。このときに現れる正則写
像（Belyi 関数）と S の組の同値類は S 上の
dessin d'enfantの同値類と 1対 1の対応がつ
くことが知られている。2012 年には E. 
Girondo と G. Gonzalez-Diez によって
dessin d'enfant に関するテキストが出版さ

れた。このような背景から，この分野は今後
大きな発展を遂げると予想される。 
 
２．研究の目的 
 リーマン面は複素解析的手法によって研
究されるばかりでなく，近年では曲面上の連
結グラフである dessin d'enfant からの研究
が活発になってきている。また，向き付け不
可能な曲面であるクライン面は，そのダブル
である対称リーマン面との関係から研究が
なされている。本研究ではリーマン面の族の
うち，特に極値的円板を許容するものを考察
し，そのフックス群による特徴付けと対称性
の構造を解析する。また，このリーマン面上
での dessin d'enfant と Belyi 関数に関心が
ある。同様に極値的クライン面に対しては，
NEC 群を用いてその特徴付けと対称性を解
析する。そしてこの具体的な研究対象の解析
を通して，リーマン面・クライン面の研究に
新しい展開を与える。 
 
３．研究の方法 
 これまでの研究で得られた極値的リーマ
ン面とクライン面の膨大なデータを整理す
ることから始め，対称性を判定するためのプ
ログラムを作成した。この目的のためにデス
クトップパソコンを 1台購入した。そして研
究打合せや成果発表のために使用するノー
トパソコン 1台の購入も不可欠であった。 
連携研究者のもとへ出張を行い，モジュラ

イ空間・タイヒミュラー空間・正則写像等に
ついての知識の習得に努めた。また，学会・
研究集会等で多くの専門家と意見交換を行
った。また，2015 年度には複素幾何の専門家
が多く所属する Institut de Mathematiques 
de Jussieu - Paris Rive Gauche（パリ・フ
ランス）に長期滞在して研究に専念する機会
を作り進展に努めた。主に G. Courtois 氏，
C. Bavard 氏，P. Pascal 氏，E. Girondo 氏，
G. Gonzalez-Diez氏らから数々の有益なアド
バイスをいただいた。 
研究内容を深めるために必要なリーマン

面・クライン面関連の文献を収集して知識の
習得に努めた。 
近隣に所在する名城大学ではポテンシャ

ル論セミナーが毎週開かれている。このセミ
ナーに積極的に参加して知見を広げること
に努めた。 
 
４．研究成果 
(1) 種数 2の極値的リーマン面に対応するフ
ックス群の表現として，9 個の生成元とそれ
らのなす 6 個の関係式が存在する。これはフ
ックス群の基本領域が正 18 角形になること
から導かれる。あるリーマン面に対して，そ
のフックス群の表現で標準的なもの，すなわ
ち 4 個の生成元とそれらのなす 1 個の関係式
を求めることができた。この標準的な生成元
によりリーマン面に標識を与えて，タイヒミ
ュラー空間の元とみなし，タイヒミュラー空



間の大域的座標系を用いてその座標を正確
に計算することができた。極値的リーマン面
の分布を知る上では意味のある結果と考え
る。 
 
(2) 種数 3 の極値的リーマン面は等角同値を
除いて 1726 種類存在することが知られてい
る。このうち 2 個以上の極値的円板を許容す
るものはこれまで得られていたものより 3種
類多く，全部で 19 種類であることが判明し
た。この 3 種類の極値的リーマン面はちょう
ど 2 個の極値的円板を許容し，その埋め込み
位置を求めることができた。これらのリーマ
ン面の全自己同型群はすべて位数 2の巡回群
であった。また，すべて超楕円的リーマン面
であり，8 個存在するワイエルシュトラス点
の位置を得た。このうちの 1 種類は対称リー
マン面であり，他の 2 種類は互いに反等角同
値である。 
 
(3) 種数 2 のある対称的かつ極値的リーマン
面の自己等角写像と反自己等角写像のなす
群は 3 つの位数 2 の巡回群の直積であること，
位数 2の反自己等角写像であるシンメトリー
は 4 つ存在することが判明した。このシンメ
トリーによるリーマン面の商空間は，境界付
きの向き付け不可能な曲面になることが判
明した。また，種数 2 の極値的リーマン面を
与えるフックス群は(2，3，18)型三角群の部
分群である。これを利用してこの極値的リー
マン面からリーマン球面への Belyi 関数を構
成し，Belyi 関数から定まる dessin d’enfant
を描いた。 
 
(4) コンピュータを活用して種数 6 の向き付
け不可能な極値的クライン面の自己同型群
を得た。これにより種数 3 から 6 までの極値
的クライン面の自己同型群を決定する問題
は解決した。多くの自己同型群は自明なもの
であり，その他は位数 2，3 の巡回群，位数 6，
10，20 の二面体群などの基本的な群である。
種数が 6 のとき，自己同型写像の最大位数は
10 であることが知られている。この位数をも
つ極値的クライン面は同型を除いて 2種類存
在することが判明した。これを利用して，種
数が 4以上の偶数すべてに対して最大位数の
自己同型写像をもつ向き付け不可能な極値
的クライン面を 2 種類構成した。 
 
(5) 固定した数の種数及び境界成分をもつ向
き付けられた双曲的閉曲面の空間（タイヒミ
ュラー空間）を考察した。有限個の測地的長
さ関数を導入することにより，この空間をあ
る次元のユークリッド空間に埋め込むこと
が可能である。この埋め込みにより，写像類
群によるタイヒミュラー空間への作用は有
理変換で表現できることを示した。有理変換
で記述できるという結果は意義が大きい。 
 
(6) フランス滞在中に，極値的リーマン面を

モジュライ空間上の関数で特徴づけるとい
うアイデアを得た。閉リーマン面のモジュラ
イ空間上の関数として各リーマン面の最大
単射半径を割り振るものを考え，この関数の
最大値を与えるものが極値的リーマン面で
ある。この関数を具体的に記述するために，
タイヒミュラー空間上の関数とみなし，そこ
での座標系を用いることを考察した。特に種
数が 2の場合はタイヒミュラー空間の大域的
座標は 7つの測地的長さ関数を使うことによ
り得られているので，関数表現をある程度ま
で得ることができた。 
 
(7) 開リーマン面 Sの開集合 D に対して強い
円板的性質を調べた。これは単位円板の内部
が正則写像で S に埋め込まれ，かつ境界まで
連続に S に埋め込まれるとき，その境界が D
に含まれるならばその内部も D に含まれる
という性質である。開リーマン面が単葉なら
ば開集合 D の強い円板的性質は正則一様近
似を導くことが証明できた。 
 
(8) 種数 2の閉リーマン面のタイヒミュラー
空間に作用する写像類群を考察し，その位相
的共役を除くすべての有限部分群に対して
Humphries 生成元の積で表される生成系を
与えることができた。また，写像類群のホモ
ロジー群への作用は，写像類群からシンプレ
クティック群への表現を与える。種数 2 の閉
リーマン面の基本群に対する標準的生成系
から Humphries 生成元を構成し，その生成
元に対する表現を得た。 
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