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研究成果の概要（和文）：M.Chaplainらによる腫瘍成長と浸潤の数理モデルは、一貫した多重スケール性を保持してお
り、それが明確なChapalin-Lolas, Gerisch-Chaplainモデルを取り上げる。
後者は前者を非局所化したものであり、(1)まず前者の数学解析を完成させ、次いで後者の数学解析を遂行した。(2)し
かし非局所項において定義の不備があり、これをChaplainが最近の論文中でついに認め訂正し、数理生物学的な正当化
を行った。しかしこのとき、すでに課題研究期間の最終年に入っており、今後の課題とした。(3)神経膠芽腫細胞の浸
潤領域の不可視部分を実験結果に基づきシミュレーションで可視化した。

研究成果の概要（英文）：The mathematical models of tumor growth and invasion proposed by Chaplain et al. 
consistently preserves a multi-scaling structure. In this research subject we consider Chaplain-Lolas and 
Gerisch-Chaplain models specified in this point of view clearly.
(1)We first completed mathematical analysis of the former and then in the same line we sutudied the 
latter. We could show the time global existence and asymptotic behavior of the solution of the former in 
the original form. (2)However, in the latter we found the non-local term is not well-defined on the 
boundary, and Chaplain has finally accepted this point in his latest paper, and gave biological 
justification. When it was known, we have already gone into the last year of the subject research period, 
and cannot help considering it as the future one. (3)We have confirmed some visualization of the behavior 
of Glioma cells in the invisible area of invasive range by computer simulations, based on experiments in 
vitro.

研究分野：関数方程式
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
腫瘍の発現と成長については従来、局所レベル、
すなわち細胞レベルでの生体機能に関連する非線形現
象に対する統計モデルなどによる導出原理が提案され
てきた。しかし本来は、異なる空間及び時間スケール
において起こる様々な相互作用が介在する複雑な生体
現象であり、すなわち周辺組織への浸潤や転移という
重要な現象を記述するモデルとしては十分ではなかっ
た。2007年Gerisch and Chaplainによって非局所腫瘍
侵潤モデルが導入され、多重スケール性を抽象的に包
含した非局所項を持つモデルが定義された。しかしな
がら非局所項の定義、数学的性質やその数学解析につ
いてはさらに検討の必要があると思われる。 また腫瘍
侵潤に関する従来型局所モデルと非局所モデルの数学
的関連性や、解の存在や性質についても同様である。 
 
２．研究の目的 
次は Gerisch and Chaplain モデル(2007）である。以
下[GC]とする。 
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ここで，非局所項(I)： 
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c：腫瘍細胞密度，m：MDE濃度，v:ECM 密度， 1D ，

3D :正定数、空間変数xの定義域 nR 。ここで
非局所項(I)は周辺のマルチスケール相互作用を凝
縮して表しているものと理解され、 0T のとき
微分項に収束することが示され、通常の微分の一般
化とみなされる。 
 
    (1)腫瘍の増殖について多重スケール・非局所現象の数学

的特徴づけを、これまでの腫瘍成長モデルに対して用いて

きた我々の数学的方法を発展させて適用することで、統一

的にこれを遂行する。これまでのChaplainらによる一連

の腫瘍成長モデルは、すでにそれぞれマルチスケール性

が組み込まれており、腫瘍成長の各々のステージがその

マルチスケール性を引き継ぐ形で、数学的構造を統一的

に保存していると考えられ、これを定式化することで統

一的に数学解析を行う。 

 
(2) Gerisch and Chaplainモデルで定義された非局
所項は、空間領域の定義域を超えて積分範囲が設
定されており、こうした定義の不備について数学的
に妥当性のある定式化を検討し、一般的にどのよう
に定義すれば数学的・医学的に適切であるかを検討
する。 
 

(3) 腫瘍成長モデルは波動として伝播する性質を持ってお

り、非局所現象の観点からも進行波に注目し、腫瘍の浸潤

の最大影響範囲として進行波の挙動によりこれを推定する

ことは臨床上重要である。近年神経膠芽腫細胞の浸潤につ

いてのin vivo, in vitro実験において得られたデータが数

多く報告されており、これらを適用し進行波の立場から、

これを数学的に解析する。さらに、浸潤の先端部分は腫瘍

細胞が断層診断画像に映らない、もしくは本質的に見えな

い部分があり、そこにおける腫瘍細胞の挙動を知ることは、

臨床上も重要である。 
(4) 本課題研究に関連した生体内の諸現象をコンピュ
ータシミュレーションによって可視化する。 
 
３．研究の方法 
目的(1),(2)を遂行するにあたり、我々の主たる数
学的方法はエネルギー不等式であり、それを導くため
に非局所項の属する適切なクラスの特徴づけを行う。
これにより可解性と解の漸近挙動の枠組みが適切な形
で設定され、腫瘍成長及び局所・非局所浸潤モデルを
統一的な枠組みで扱い、こうした観点から一連の生命
現象の数学的特徴づけを示唆する。 
一方、[GC] に関連して、2011年Chaplainら
（Chaplain, Lachowicz, et al.）によってある非局
所腫瘍浸潤モデルの解の存在が証明された：(MS): 
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ここで非局所項(II)は定義域上の積分でwell- 
definedに定義されており（核表示）、[GC]のような
定義上の不整合はないが、[GC]の非局所項に代わる
ものではなく、この点において両者は本質的に異な
る。さらに、(MS)の解の正則性や漸近挙動、非局所項
の数学的特徴づけについてはなお未解決であり、また
このモデルにおいても数学的に不統一な議論があり、
十分正当化されているわけではないが、これにより
彼らが本来目指していると思われる非局所項の在り方
について、新たな方向性を示しているものと考える。
そのため一旦、[GC]よりも数学的不備のないこのモデ
ルに従い、数学的特徴づけの検討を進める。例えば(MS)
において議論された（非局所項を局所モデルの一般
化とみなすために、非局所項の定義域を空間全体
に置き換えて議論を行う）ように、非局所項を空間
全域で考えるということにより、これを「一般化した
微分作用素」とみなしてモデルの数学的特徴付けがで
きる可能性を示唆している。 
 
(3) 進行波が現れる顕著な現象とし神経膠芽腫細胞の
浸潤現象を取り上げる。神経膠芽腫細胞に関する複数
の臨床及び実験データに基づく研究結果について調査
検討し、臨床応用で問題になる腫瘍到達領域と進行波
の到達域の関連性についての数学的特徴づけと、それ
を評価する数学的方法について研究分担者である星野
と林でこれにあたる。しかし、近年の断層撮影機器の
発達により詳細な測定ができるようになったことを考
慮しても、なお検出不能で本質的に目視が不可能な部
分がミクロレベルに存在するため、その不可視の浸潤
範囲の評価が臨床上本質的問題となってくる。臨床的
に予後が良好であるためには、これを精密に評価し推
定できるような新たな数理的アプローチが必要である。
そのため、Stein やEckeらによるin Vitro実験によ
る神経膠芽腫細胞の微局所挙動について、数理モデル
を提案しコンピュータシミュレーションによりこれを
推定する。 
 



（4）の遂行のため、研究代表者と梅沢は藤田保健衛生
大学医療科学部に、シミュレーションのためのハード
とソフトを整備し数値シミュレーションの環境を整え
る。定期的に、連携研究者である齊藤氏と連絡を取り、
シミュレーションについての研究連絡及び、専門知識
の供与を受ける。 
 
４．研究成果 
腫瘍成長と浸潤を記述する、Chaplainらが提案し
てきた一連の数理モデルは、初期モデルから一貫して
本質的に多重スケール性を内包しており、特に
Chaplain-Lolas, Gerisch-Chaplainの腫瘍浸潤モデル
はこれに明確に基づいていることから、本課題研究に
おいてはこれらを中心に研究を遂行した。またこの多
重スケール性によりミクロからマクロへと発展してき
た彼らのモデルには統一的な数学的な構造が保持され
ていることから、本課題研究ではその数学的特徴づけ
を行うことにより、生命現象に本質的と思われる数理
構造を明確に捉えたい。 
前者は局所浸潤モデルとして最も一般的であり、
ほぼオリジナルの形（省略なしに）で同モデルの時間
大域解の存在と漸近挙動を証明した。さらにこれを非
局所化した後者について数学解析を遂行したが、中心
的役割を負う非局所項において、かねてより定義の誤
りがあることが分かっており、直接本人に指摘したが、
周期境界条件を設定すれば回避できるとの回答であっ
たが、数学的にはこれは正当化できないと考える。 
ところが最近これについて大きな進展があった。
この誤りをChaplain自身が論文中で認め、訂正を行い、
数理生物学的な正当化を行った。 
 
(1)①本課題研究の主目的を遂行するにあたって、その
準備として、局所モデルの中で最も一般的な
Chaplain-Lolasモデルを避けて議論することはできな
い。その多重スケール性はGerisch-Chaplainモデルに
も同様に反映されているからである。 
  そのため、まずChaplain-Lolasモデルの数学解析
を完成させるため、これまで我々は便宜的に第2方程式
における再構築項を除いた同モデルの数学解析を遂行
してきたが、これを省略のないオリジナルの方程式系
に対して行った。困難点は主方程式と第2方程式（常微
分方程式）に含まれる、再構築項の処理である。これ
までの我々の数学解析の方法を改良発展させ（業績：
雑誌論文 6, 9 学会発表 11, 12, 23）、再構築項を
持つ第2方程式を適切に解くことで、これを可能にした。
その結果、Chaplain-Lolasによる腫瘍侵潤モデルの古
典解が、このロジスティック方程式の解へ時間が経つ
とともに漸近していくことを証明した（業績：雑誌論
文 2,4, 6 学会発表 11, 12, 23）。 
② 次に①と同様に主目的のための準備として、非局所
項が一階微分を一般的な形で含んでいることを念頭に
おき、これまで我々が腫瘍浸潤モデルの数学解析に用
いてきた腫瘍浸潤モデルから帰着される非線形発展方
程式 ),,;,( uuutxfuDu tttt  のゼロノイマン初期

境界値問題をより広い枠組みでの特徴付けとそれに伴
う一般化を行い、解の性質について研究した。実際

),,;,( uuutxf t  は増殖項を含み、さらに物理で現れる

数理モデルをも含む一般的な形をしている。以上によ
り、この発展方程式の解の存在と、解の正則性、漸近
挙動を解のクラスをより広い枠組みでとらえることが
できた（業績：学会発表 11, 12, 23）。 
 
(2)(1)では、従来の我々の数学的アプローチを拡張し
適用した。この枠組みで議論できない部分に、非局所
項の数学的構造の本質的な課題が存在する。すなわち、
非局所項がある種の「拡張された微分作用素」と類似し
た性質を持つ点に、その焦点が絞られる。しかし、[GC]
の非局所項の定義域には不整合があり、これがない前提
から始まるChaplainらの2011年の論文(MS)における非局
所項の定義はその意味で理想化された設定であり、定義
上の不備がないため、これに一旦従い、それを通して彼
らが目指す非局所項の数学的構造のあり方を想定しなが
ら検討を進めた。 
例えば、彼らは非局所項を局所モデルの一般化
とみなすために、非局所項の定義域を空間全体に
置き換えて議論を行っている。これを正当化するには、
特別な一の分解を用いて非局所項を空間全域に拡張する
ことで、ある拡張された微分作用素とみなすことができ
る。こうすることで数学的正当化をし、エネルギー不等
式を導くことも従来の方法で可能となる。しかしこのよ
うにしても、適切な境界条件が与えられないと拡張によ
る誤差が生じ、やはりギャップを解消することはできな
い、という問題点が残る。 
最近[GC]におけるこの非局所項の定義上の誤りを
Chaplain自身が論文中で認め、訂正を行い、数理生物
学的な正当化を行った。これは我々が(MS)を通して予
想したものと同様であり、今後これを起点にこの困難
点を一挙に解消するものと考えられるが、これまで本
課題研究がこうした経緯から、主に彼らの定義の不整
合性を正当化するための境界条件の策定や、それに起
因する誤差評価などに費やされたため、すでに課題研
究期間の最終年に入っており、修正された定義に従っ
て研究結果をまとめるに至らず、今後の課題とした。 
 
(3) 腫瘍侵潤の大域的性質として、進行波解と実際の
腫瘍の侵潤範囲との関連性の評価は臨床応用上重要で
ある。まずその数理モデルに簡素な拡散方程式が用い
られている神経膠芽腫モデルについて複数の結果
（M.Badual, A. Stein etc.）について詳細に検討し、
妥当な数学的アプローチの可能性について研究分担者
の星野、林らと共に総合的に検討した。 
従来、進行波の速度のみではなく波面の勾配や線形増
大期からの腫瘍発生時期の推論、それらを総合した腫
瘍タイプの分類等が重要な手掛かりとなり、これらを
記述する特性値がどのように数理モデルから定義され、
評価、特定できるかについて検討してきた。 
しかし、断層撮影機器の性能が飛躍的に向上した現在、
さらに重要となるのは断層撮影機器測定でも検出不能
な微局所レベルの浸潤範囲の推定である。これを評価
できるような数理的アプローチとして、本質的に目視
が不可能なミクロな浸潤の先端部分の腫瘍細胞の挙動
について、Stein やEckeらによるin Vitro実験による



コラーゲンＩ型中を遊走し浸潤する神経膠芽腫細胞の
ミクロな挙動を、適当な数理モデルを提案しコンピュ
ータシミュレーションにより近似し、特徴的な挙動を
する神経膠芽腫細胞の再現を行った。これによれば、
コラーゲンＩ型中で遊走機能を回復した神経膠芽腫細
胞は、単により前方に浸潤するのみではなく、元の位
置に帰ってくるような複雑で不可思議な挙動が観察さ
れ、これを数理モデルのパラメータを調整することで、
可視化することができた（業績：雑誌論文8 学会発表 
19）。今後、医学的観点からの評価をすることで、臨
床への応用を目指す。 
(4） 研究分担者の梅沢と研究代表者は研究室に隣接し
たお互いの共有スペースの複数のコンピュータにおいて、
最新のMathematicaをセットアップし本研究課題の数理
モデルについて実行させ、共に様々なシミュレーション
を行った。生体内現象の可視化は重要であるだけでなく、
特に(3)において神経膠芽腫細胞の侵潤の様子を詳細に
シミュレーションすることで、測定不可能な腫瘍侵潤部
分、進行速度、波面の勾配、など臨床応用重要となる
性質の数値的特徴づけやその決定要因の評価の仕方に
ついて検討した。 
 
国際会議への参加と得られた成果の発表により、多
くの最新の情報と研究上の交流による研究成果があっ
た。研究代表者は2013年8月ポーランド・クラクフに
て”9th International ISAAC Congress”、 2014年7
月マドリッドにてThe 10th AIMS Conference、2015年
7月フランス・リヨンにてEquaDiff2015、同年8月マカ
オにて10th ISSAAC Congress等に参加し、成果発表と
情報収集を行った。10th AIMS Conferenceにて発表し
た結果について（業績：学会発表 24）、これをさらに
発展させるため、2015年3月Jose Ignacio Tello氏と
の共同研究をマドリッドにて1週間行った。本研究に
関連した反応拡散型方程式系を設定し、その結果を論
文としてまとめ発表した(業績：雑誌論文 1)。彼との
共同研究は、現在も進行中である。2013年と2015年の
ISAACの会議はかねてからの共同研究者である
M.Reissig氏からの招聘があり、Chaplain-Lolasタイプ
の方程式系について、それに起因するある非線形発展
方程式の時間大域解の存在と漸近挙動について新たに
得られた成果発表を行った。 
 
 2014年2月と3月の2回、2015年12月に2日間、
藤田保健衛生大学にて「藤田保健衛生大学数理講演会」
を開催し、招聘した講演者らとともに、数理生物学、
数理医学、走化性方程式のトピックスについて、研究
分担者、連携研究者らも交えて様々な数理生物、数理
医学における最新の知見を得るとともに、活発な討論
を行った。これにより新たな方向性を得ることができ
た。尚、2014年度の講演会は予定していた時期に研究
代表者が他の国際ワークショップの組織委員の一人と
なったため中止となった。 
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