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研究成果の概要（和文）：シュレーディンガー作用素に関連した作用素について，実解析的手法で研究を行った．非負
の多項式を含むようなクラス（リバースヘルダークラス）に属するポテンシャルを持つシュレーディンガー型作用素の
高階の場合について，基本解の評価および極大作用素での各点評価を示した．その応用として，これらの作用素の種々
の関数空間での有界性およびどのような条件の下で特異性に関する結果が得られるかを示した．

研究成果の概要（英文）：I studied some operators concerning with Schrodinger operators with real analysis 
method. I showed estimates of the fundamental solution for higher order Schrodinger type operators with 
potentials which belong to the reverse Holder class which includes nonnegative polynomials and showed 
pointwise estimates with the maximal operator. As an application I showed that these operators are 
bounded on several function spaces and under which condition we can obtain some results concerning with 
singularity.

研究分野： 解析学

キーワード： シュレーディンガー作用素　リバースヘルダークラス　ハーディ・リトルウッドの極大作用素　カルデ
ロン・ジグムント作用素
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１．研究開始当初の背景 
-Δu+Vu=0 の形をした方程式はシュレーデ

ィンガー方程式と呼ばれ，量子力学における
基本方程式である．-Δ+V の部分をシュレー
ディンガー作用素という．シュレーディンガ
ー作用素については，ポテンシャルが自由粒
子，調和振動子の場合をはじめ，さまざまな
条件の下で数学的に研究されている．また分
数積分作用素については，それ自身興味があ
るばかりでなく，シュレーディンガー作用素
を含む偏微分作用素と密接に関係のあるも
のであり，その性質について偏微分作用素へ
の応用も含めて研究されている． 
非負の多項式を含むようなクラス（リバー

スヘルダークラス）に属するポテンシャルを
持つシュレーディンガー作用素に関しては，
1995年に基本解の評価およびL^p有界性が研
究された．その後この作用素に関する研究は，
磁場作用をもつ場合（1996 年），分数べき作
用素への拡張（1998 年），一様楕円型作用素
への拡張（2000 年），というように発展した．
さらに 2007 年には(-Δ)^2+V^2 の場合が研究
された．この作用素の性質については，L^p
有界性のみならずモリー空間における有界
性，どのような条件の下でカルデロン・ジグ
ムント作用素となるかなどが研究されてい
る．自然数 mに対して，(-Δ)^m+V^m の形の作
用素をシュレーディンガー型作用素と呼ぶ．
最近，m が 3 以上で V が多項式の場合の研究
がなされており，V がリバースヘルダークラ
スに属する場合への発展が期待されている．
また，分数積分作用素に関しては，モリー空
間に属する関数と分数積分との積がモリー
空間に属するという不等式が 1995 年に研究
された．この不等式の一般化に関する研究が
活発になされており，シュレーディンガー作
用素への応用も研究されている．それらの結
果のうちの 1つは最近，別の方向へ拡張され
たが，これらの研究としてはまだ不十分であ
る． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，上記のシュレーディンガー
型作用素および分数積分作用素について，上
記の結果の拡張，一般化することである．具
体的には以下の 2点である． 
(1) 上記のシュレーディンガー型作用素

について，V がリバースヘルダークラスに属
し，m が 3 以上の場合に，基本解の評価およ
び L^p 空間，モリー空間での有界性，また，
どのような条件の下で特異性が成り立つか
どうかを明らかにする． 
(2) 分数積分作用素については，モリー空

間における結果である 2011 年の結果をオル
リッツ-モリー空間に拡張する．また，2013
年の結果を分数積分作用素が多重線形の場
合，BMO 空間に属する関数との交換子の場合
について，どのような不等式が成り立つかを
明らかにする． 
 

３．研究の方法 
本研究に関連した文献はそのウェブサイ

トから無料でダウンロードできるものの他，
購入した文献を利用し，レビューなどは
MathSciNet を利用する．また，研究集会に積
極的に参加し，校外の研究者と情報交換をし，
自身の研究に生かす．また，必要に応じて他
大学に出張し，セミナーに参加および発表を
行い，研究の発展を目指す．また，成果発表
を初年度より積極的に行うことでさらなる
研究の発展のきっかけを得る． 
   実解析において，さまざまな作用素の性
質を明らかにするために使われる道具とし
て，極大作用素がある．この性質の研究につ
いては過去にとどまらず最近発展してきて
おり，最新の結果を調査し，本研究に生かす． 
シュレーディンガー型作用素については，

ポテンシャルが非負の多項式の場合の研究 
がなされており，2009 年のジバンスキーの結
果が鍵となっている．ポテンシャルが非負の
多項式の場合をリバースヘルダークラスの
場合に拡張するためには，2009 年のジバンス
キーの結果をリバースヘルダークラスに拡
張する必要があり，そのために関連した論文
を調査し，入手する． 
分数積分作用素に関しては，2011 年の菅野

の結果をオルリッツ-モリー空間に拡張する
ために，2008 年の中井の結果などに関連した
結果を調査する．また，分数積分作用素が多
重線形の場合，BMO 空間に属する関数との交
換子の場合についても最近の動向を調査し，
研究する． 
 
４．研究成果 
n 次元ユークリッド空間上で高階のシュレ

ーディンガー型の作用素を考える．ここでポ
テンシャルは非負の多項式を含むようなク
ラス（リバースヘルダークラス）に属するも
のとする. この作用素に関して，以下の結果
を得た． 
(1) 階数が 2 のべき乗の場合に，高階のカ
シオポリタイプの不等式を示し，それをもと
にシュレーディンガー型作用素の基本解の
高階導関数を評価する不等式を得た．この不
等式を利用し，シュレーディンガー型作用素
の基本解の評価を証明し，それを用いてその
作用素と類似の作用素のL^p有界性を証明し
た． 
(2) ポテンシャルをリバースヘルダークラ
スのうち最も狭いクラスに属すると仮定し，
シュレーディンガー型作用素のハーディ・リ
トルウッドの極大作用素での各点評価を示
した．この結果，これらの作用素がモリー空
間でも有界となることが分かった． 
上記のシュレーディンガー型作用素は，高

階の場合はポテンシャルが多項式の場合し
か研究されておらず，ポテンシャルがリバー
スヘルダークラスに属する場合の基本解の
評価および L^p有界性については 2階の場合
が研究されていただけであった．これらの結



果は階数が2のべき乗の場合に限られるもの
の，ポテンシャルがリバースヘルダークラス
に属する場合に拡張できた点で，意義深いと
考えられる． 
(3) 階数が 2 のべき乗の場合に，ポテンシ
ャルは非負の多項式ならば満たす条件を仮
定し，シュレーディンガー型作用素の基本解
の高階導関数を評価する不等式を得た．この
不等式をもとに，あるシュレーディンガー型
作用素がカルデロン・ジグムント作用素であ
ることを証明した． 
(4) 非負の多項式ではなくて，リバースヘ
ルダークラスに属し，あるシュレーディンガ
ー型作用素がカルデロン・ジグムント作用素
となるポテンシャルの例については，階数が
1 の場合に証明なしで述べられていた（2000
年）．この例について，階数が 2 のべき乗の
場合に拡張した形で述べ，証明した． 
上記のシュレーディンガー型作用素の特

異性については，ポテンシャルが多項式の場
合およびリバースヘルダークラスに属する
場合のいずれについても 1階および 2階の場
合が研究されていただけであった（1993 年，
2000 年，2007 年）．これらの結果は階数が 2
のべき乗の場合に限られるものの，高階の場
合に，ポテンシャルが多項式のみならずリバ
ースヘルダークラスに属する場合に拡張で
きた点で，意義深いと考えられる． 
(5) 階数が 2 のべき乗の場合の結果をふま
え，階数がすべての自然数の場合に，高階の
カシオポリタイプの不等式を示し，V がリバ
ースヘルダークラスに属するという仮定の
他にある条件を仮定し，シュレーディンガー
型作用素の基本解の評価を証明した．それを
用いてシュレーディンガー型作用素のハー
ディ・リトルウッドの極大作用素での各点評
価を示した．この結果を用いて，これらの作
用素がL^p空間およびモリー空間でも有界と
なることを示した． 
(6) (5) の結果を用いて，シュレーディン
ガー作用素のべき乗の形の作用素を，ラプラ
シアンのべき乗と，あるポテンシャルとの和
で評価するような不等式を示した． 
(5) の結果は階数が2のべき乗の場合に限ら
れていたものをすべての自然数に拡張した
ものである．また，(6)の結果はポテンシャ
ルが非負の多項式で階数が2の場合に限られ
ていたものをポテンシャルがリバースヘル
ダークラスに属し，階数がすべての自然数の
場合に拡張したものである． 
上記のシュレーディンガー型作用素に関

する L^p 有界性を示すためには，基本解の評
価が重要な役割を果たす．階数がすべての自
然数の場合に基本解の評価を示すためには，
V がリバースヘルダークラスに属する他にあ
る条件を仮定する必要があるが，L^p 有界性
はこの仮定なしで証明できた点で，意義深い
と考えられる． 
これまで，非負のポテンシャルを持つシュ

レーディンガー型作用素の高階の場合は，ポ

テンシャルが多項式の場合しか研究されて
いなかったが，ポテンシャルがリバースヘル
ダークラスに属する場合の諸問題を解決し
たものである．今後の展望としては，2 階ま
での場合に研究されている，関連した作用素
のさまざまな関数空間上での有界性に関す
る結果が3階以上の場合に示せることになる
であろう． 
分数積分作用素については，これらの問題

の難しさから新たな結果を得るには至らな
かったが，問題を考える過程においてその周
辺を調査するうちにこれまでの研究の不十
分な点が新たに見つかった．この点では研究
成果といえるであろう． 
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