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研究成果の概要（和文）：高周波漸近解析の手法に基づいて双曲型および分散型の非線形偏微分方程式の解の諸
性質を研究した。非線形シュレディンガー方程式の小振幅解のライフスパンの下限についての精密な漸近評価を
与えることに成功した。また、複数の質量項を有するシュレディンガー方程式の非線形連立系における共鳴現象
や零構造、消散構造などについていくつかの成果を得た。

研究成果の概要（英文）：Nonlinear partial differential equations of hyperbolic and dispersive type 
have been studied from the viewpoint of high frequency asymptotic analysis. A sharp lower bound 
estimate for the lifespan of small data solutions to nonlinear Schrodinger equations has been 
provided. Several results  have been obtained concerning resonance-type behavior, null structure and
 dissipative structure for nonlinear Schrodinger systems with multiple masses. 

研究分野： 偏微分方程式論
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１．研究開始当初の背景 
双曲型および分散型方程式は広義の波動現
象に由来する偏微分方程式のクラスであり, 
その非線形相互作用下における解の振る舞
いを明らかにすることは、数学的な興味はも
とより、応用上も大変重要であると広く認識
されている。この 20 年余りの間に非線形双
曲型および分散型方程式に対する解の存
在・一意性・初期値連続依存性といったいわ
ゆる「適切性」の研究は目覚ましく進展した
が、その主要な手法は適当な関数空間の設定
とその中での適当な評価式を導くことであ
り、解の形状そのものに直に立ち入ることが
できるのは依然として相当限定されている。
解の形状についての詳しい情報を得たいの
であれば、評価式を導くことよりも適当な近
似解を見出して解の主要部を取り出す方が
素直であろう。そのような発想に基づくアプ
ローチの一つが、漸近解の方法である。線形
の偏微分方程式に対しては重ね合わせの原
理が成り立つので、この方法は大変効果的に
機能する。特に、波動方程式(双曲型)に対す
る幾何光学近似とシュレディンガー方程式
(分散型)に対する準古典近似は高周波漸近解
析の 2 大モデルである。それらの研究が超局
所解析やフーリエ積分作用素の理論を誕生
させ発展させたことを思い出すならば、それ
らの非線形版に相当する手法を整備して一
つの理論体系に昇華させることは大変興味
のある問題であると考えられる。非線形方程
式に対する高周波漸近解析の試みは過去に
も多くの研究者によって数多くなされてき
たが、それでもなお、非線形性に起因する
種々の困難を克服できたとはまだ言い難い
状況であり、一層の研究が俟たれている。 
 
 
２．研究の目的 
上記のような状況を踏まえて、本研究では漸
近解の考察を軸にして非線形双曲型および
分散型方程式の解の形状についての詳細な
知見を得る方法を確立することを目標とし
た。特に双曲型方程式の代表格である波動方
程式、分散型方程式の代表格であるシュレデ
ィンガー方程式、および両者の中間的な性格
を有するクライン・ゴルドン方程式の 3 つを
主な考察対象として、幾何光学近似や準古典
近似に代表される高周波漸近解析の非線形
版に相当する方法を整備・発展させるととも
に、関連する諸問題に応用することを目指し
た。 
 
 
３．研究の方法 
以下の3つの項目に主眼を置いて研究を行っ
た。 
 
(1) 非線形シュレディンガー方程式の小振

幅解の有限時間爆発とそのライフスパ
ンの漸近評価に関する、高周波漸近解

析の視点からの研究。 
 
(2) 複数の質量項を有する非線形クライ

ン・ゴルドン方程式系および非線形シ
ュレディンガー方程式系における共鳴
現象と、零構造および消散構造の解析。
特に質量共鳴下における解の長時間漸
近挙動の解明。 

 
(3)  関連する諸問題への高周波漸近解析

への応用。例えば非線形波動方程式の
外部問題や、水面波の長時間安定性解
析への適用可能性の検討。 

 
 
４．研究成果 
(1) 2次元 Euclid空間上の波動方程式の非

線形連立系における消散構造について
考察した。より具体的には、Klainerman 
と Chistodoulou の意味での零条件が
満たされない場合でも、非線形項の形
状から定義されるある関数が単位円周
上で符号を一定に保つならば解は時間
大域的に存在することを証明した。ま
た、それより少し強い条件の下ではエ
ネルギー減衰が起こることを示し、さ
らにその際の減衰レートを特定した。
この仕事で導入された構造条件は、単
独方程式の場合に「Agemi の条件」と
呼ばれている条件の、連立系への自然
な拡張とみなすことができる（片山聡
一郎氏、松村昭孝氏との共同研究; 論
文⑤）。 

 
(2) 2次元 Euclid空間において2次の微分

型非線形項を伴うシュレディンガー方
程式系の零構造について考察し、質量
共鳴下において漸近自由な時間大域的
古典解が存在するための非線形項の形
状に関する構造条件を与えた。この条
件は、波動方程式に対してよく知られ
ている構造条件のシュレディンガー方
程式における自然な類似物とみなすこ
とができる（池田正弘氏、片山聡一郎
氏との共同研究; 論文③）。 

 
(3) 消散型非線形項を伴うシュレディンガ

ー方程式系の小振幅解の時刻無限大に
おける漸近挙動について考察し、係数
に関する適当な条件下において解の減
衰レートが自由発展に比べて真に速く
なることを証明し、その正確な減衰レ
ートの評価を与えた。単独でべき乗型
非線形項を伴う場合には下村明洋氏や
北直泰氏などによって同様の結果は得
られていたが、その手法は連立系に対
しては適用できないものであった。こ
れに対し、本研究において開発した手
法は連立系に対しても適用可能であり、
下村氏・北氏による先行研究の拡張と



みなすことができる（片山聡一郎氏、
Chunhua Li 氏との共同研究; 論文①）。
この結果はさらに、非線形項に未知関
数の微分が含まれる場合にも拡張され、
複数の質量項を伴う微分型非線形シュ
レディンガー方程式系の非線形消散構
造と零構造の特徴づけを与えることに
成功した。結果として、空間 1 次元で
非線形項が斉 3 次である場合には、質
量共鳴条件が満たされる場合と満たさ
れない場合それぞれについて、かなり
満足できる構造条件が得られた
（Chunuha Li 氏との共同研究; 論文⑥
および論文⑧）。また、この方法の種々
の応用可能性についての検討を行い、
非線形消散項を伴うクライン・ゴルド
ン方程式系に対する解の減衰に関して
既存の結果を大幅に拡張することに成
功した（Donghyun Kim 氏との共同研究; 
論文②）。 

 
(4) 1次元 Euclid空間上の微分型非線形シ

ュレディンガー方程式に関して、非線
形項にゲージ不変な項とそうでない項
が混在する場合に、解のライフスパン
下限についてのほぼ最適と思われる評
価式を導いた。非線形項がゲージ不変
な項のみからなる場合には 2006 年に
代表者自身が同様の結果を得ていたが、
今回得られた結果はその拡張であると
ともに、初期値および解の属する関数
空間の観点からも改善がなされている。
波 動 方 程 式 に 対 し て は John と
Hörmander による有名な結果があり、
それはChristodoulouとKlainermanの
意味の零条件と密接な関係を持つこと
がよく知られている。今回得られた結
果はJohnとHörmanderの結果のシュレ
ディンガー方程式に対する自然な類似
物と見なすことのできるものである
（佐川侑司氏との共同研究; 論文⑦）。
また、その後もこの問題について研究
を進め、空間次元が２および 3 の場合
にもある程度は結果を拡張できること
を確認した（佐川侑司氏、保田舜介氏
との共同研究）。 
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