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研究成果の概要（和文）：さまざまな減衰振動子や差分方程式の大域的ダイナミクスを平衡点の安定性や振動性
の観点から解明した。得られた研究成果のうち，減衰線形振動子の大域的漸近安定性に関するものを時間変化す
るLotka-Volterra捕食者・捕食者モデルに応用した。水中の物体の運動方程式である減衰優線形振動子の大域的
漸近安定性も議論した。さらに，係数が時間変化する連成振動子の大域的漸近安定性や準線形楕円型偏微分方程
式の球対象解の収束性についても考究した。

研究成果の概要（英文）：The global dynamics of various damped oscillators and difference equations 
were clarified from the viewpoint of stability and oscillation of the equilibrium point.  Among the 
obtained research results, that related to the global asymptotic stability of the damped linear 
oscillator was applied to a time-varying Lotka-Volterra predator-prey model.  The global asymptotic 
stability of the damped super-linear oscillator which was the equation of motion of the object in 
underwater was also discussed.  Furthermore, the global asymptotic stability of the coupled 
oscillator whose coefficient varies with time and the convergence of radially symmetric solutions of
 quasi-linear elliptic equations were studied.

研究分野： 関数方程式論

キーワード： 減衰振動子 　一様漸近安定性　大域的漸近安定性　振動性　差分方程式　半分線形微分方程式　生態系
モデル　相平面解析
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
常微分方程式の安定性理論において，平衡

点(または零解)の大域的漸近安定性の研究は
古くから重要な位置を占めてきた。特に，方
程式 で記
述される速度に比例する抵抗を受ける減衰
振動子の平衡点が漸近安定になるための条
件は，数学的理論面のみならず応用面の要請
から，多くの研究がなされてきた。そのパイ
オニア的研究として，Levinson & Nohel 
(Arch. Rational Mech. Anal., 1960) の結果
を挙げることができる。彼らは減衰係数  
が正の下限 と上限 をもつならば，

の平衡点は漸近安定であること
示した。この結果により，その後の研究は下
限 か上限 のどちらかを取り除く方向に進
み，任意の に対して，
である場合と である場合
に区別され，それぞれ large damping と
small damping と呼ばれるようになった。以
下では，この研究の歴史的変遷の一端だけ紹
介する。 

(i) large damping の場合において，特筆す
べきは  Smith (Quart. J. Math. Oxford, 
1961) の結果である。彼は方程式 の平衡
点が漸近安定になるための必要十分条件は

であることを導
いた (ただし, である)。彼
の結果は large damping の場合を対象とし
ているため，減衰係数  が零になることは
許されない。その後，Hatvani & Totik (Diff. 
Integral Eqns., 1993) は，減衰係数  が
零になる区間幅が より短ければ，Smith 
の結果と同じく が
必要十分条件であることを証明した。 
 (ii) small damping の場合において，かな
り強い前提条件の下では，方程式 の平衡
点が漸近安定になるための必要十分条件が
報告されているが，Smith 型のような良い結
果は報告されていない。ただし，減衰係数 

が weakly integrally positive と呼ばれ
る関数族に属しているならば，方程式 の
平衡点は漸近安定であるという優れた結果
を Hatvani (Nonlinear Anal., 1995) が与え
ている。 
研究代表者は，科研費基盤研究(C) (課題番

号 19540182)と(課題番号 22540190)の助成
の下で，方程式 を一般化した半分線形方程
式  
(ただし, ) や準線形
方程式及び非線形方程式の平衡点の大域的
漸近安定性に関する研究に取り組み，数多く
の成果を得てきた。それらの成果は既に国際
誌に掲載されている。 
その一部を紹介すると，単振子の運動方程

式 の平衡点が漸
近安定になるための必要十分条件を与えた
(Proc. Amer. Math. Soc.,2013)。これは上記
の Hatvani & Totik の結果の拡張になる。
また，small damping の場合において，減衰

係数 が weakly integrally positive であ
るならば，方程式 の平衡点は漸近安定で
あることを証明した (Arch. Math.(Brno))。
これは Hatvani の結果の拡張である。減衰
係数 の下限 と上限 を同時に取り外
してしまうと解析が一段と困難になるのは
言うまでもなく，国内外で研究成果はほとん
どない。研究代表者はこのデリケートな場合
を fluctuating damping と名付け，減衰係数 

が一様連続かつ  weakly integrally 
positive である下で，方程式 の平衡点は
漸近安定になるための必要十分条件を報告
した(Nonliner Anal., 2011)。 
 
２．研究の目的 
本研究のメインテーマは，研究代表者及び

連携研究者が常微分方程式や差分方程式の
定性的理論の研究において得てきた様々な
成果を改良・発展させるとともに，その応用
として，船舶工学・電子工学・数理生態学な
どの諸分野に登場するモデルの解の大域的
漸近挙動（特に，安定性と振動性）に関する
理論構築を行うことであった。研究対象とす
る方程式の係数やパラメータに関するどの
ような条件が大域的ダイナミクスを解明す
る鍵になっているかを考究することが本研
究の目的であった。また，得られた主結果が
必要十分条件を与えていても，その係数やパ
ラメータに関する条件が複雑であり，成り立
つか否かを調べるのが困難な場合は，主定理
の系として，より確認が容易な条件を導くこ
とを目指した。 
 
３．研究の方法 
本研究組織メンバーは以下の欄に記した

３名の連携研究者と２名の海外の研究協力
者であった。研究代表者と連携研究者（松永，
齋藤，鬼塚）は，各種の研究集会での討論や
日頃のメールによる研究連絡を行った。連携
研究者には加えなかったが，最終年度には，
中田行彦講師が研究代表者と同じ大学の数
学教室に所属することになったので，研究討
議を行う機会も多かった。また，研究代表者
は研究協力者（范，呉）から専門知識の提供
を受けつつ，本研究課題を着実に進めた。研
究代表者は年に１～２度，研究協力者が所属
している東北師範大学（中国・吉林省）に赴
き，研究成果を発表するための国際共同ワー
クショップを開催した。逆に，研究協力者を
彼らの指導学生らとともに島根大学に招き，
活発な研究連絡を行った。得られた成果を学
会発表の欄に記載の通り，国内・国外の研究
集会において，数多く発表した。 
 本研究の目的は，数学的理論追求及び構築
であるため，特別な研究施設・設備等は必要
としなかったが，得られた成果の妥当性や有
用性を評価するために，シミュレーションを
適宜行った。特に，それぞれの方程式・モデ
ルの解の大域的ダイナミクスを視覚化する
ためには，解軌道図の描画は重要であった。



また，本研究成果を読者が理解し易くするた
め，一部のシミュレーション結果を掲載論文
で公表した。尚，これらのシミュレーション
は研究代表者帰属の現有設備で十分であっ
た。 
 
４．研究成果 
 本科学研究費補助金の支援の下で得られ
た研究成果であることを明記した学術雑誌
は１２編に上る。研究対象とした方程式は，
減衰線形振動子・連成振動子・半分線形方程
式・減衰優線形方程式・差分方程式・
Lotka-Volterra 生態系モデル・楕円型方程式
であった。研究テーマは大別すると，安定性
理論（発表論文[1,6,7,9,10,11,12]），振動性
理論（発表論文[2,3,4,5]），生態系モデルへ
の応用である（発表論文[8]）。 
 安定性理論：本研究を遂行する以前に得て
いた，減衰線形振動子の平衡点の漸近安定性
に関する研究結果をいくつかの観点から大
きく発展させた。 
まず，線形振動子から優線形振動子にも研

究対象を広げ，平衡点が大域的漸近安定にな
るための必要十分条件を得た。優線形振動子
は非線形微分方程式の一つであるから，一般
には，平衡点が漸近安定（平衡点の近傍の解
だけが平衡点に漸近する）であっても大域的
漸近安定（すべての解が平衡点に漸近する）
であるとは言えない。この研究では，平衡点
の大域的漸近安定性を保証する基準に明確
にしたことに意義がある。線形振動子によっ
て記述される現象は多いが，例えば，船の造
渦抵抗のように，水中の運動方程式では，抵
抗は物体の（角）速度に比例するのではなく，
速度の自乗に比例することが良く知られて
いる。このような場合は減衰優線形振動子を
考察しなければならない。本研究では，優線
形を線形近似として捉えるのではなく，真正
面から解析していることも特徴の一つと言
える（発表論文[10,11]）。 
 次に，線形振動子は複数を連なっている，
所謂，連成振動子についても考究した（発表
論文[6]）。連成振動子の応用例は建築工学に
多い。また，線形振動子から半分線形振動子
への拡張も行った。線形微分方程式の一種で
ある線形振動子では，２つの解の線形和や解
の任意定数倍も解であることが良く知られ
ている。減衰半分線形振動子では，解の任意
定数倍は解になるが，線形和は解になるとは
限らない。この意味で，解構造が不完全であ
るが，平衡点の大域的漸近安定性を保証する
基準は，減衰線形振動子に綺麗に対応する関
係があることを解明した（発表論文[7]）。 
 平衡点が大域的漸近安定であることが分
かっても，それぞれの解が平衡点に近づく速
さは異なると考えられる。そのため，ある初
期条件の下で実験を行っても，別の初期条件
では平衡点への漸近スピードを予想できな
い。どのような解であってもほぼ同程度の時
間内に平衡点の決められた近傍内に近づく

ことを保証するには，平衡点の一様大域的漸
近安定性を研究しなければならない。本研究
では，減衰線形振動子と減衰優線形振動子の
平衡点が一様大域的漸近安定になるための
条件についても考究した（発表論文[9,12]）。 
 さらに，別の応用として，拡散項が２種類
のラプラシアンで表現される減衰項をもつ
準線形楕円型方程式の球対象解の収束性に
ついて考察した。このタイプの楕円型方程式
は反応拡散方程式の定常解の研究に端を発
し，最近は純粋数学的な興味のみならず，物
理的応用面からの要請によって，数多くの研
究がなされている。本研究では，別の観点か
ら（球対象）解の構造を明らかにしようとす
る試みである（発表論文[1]）。 
振動性理論：連続型モデルである常微分方

程式と離散型モデルである差分方程式に対
して，すべての非自明解が振動するための条
件や振動しないための条件を数多く解明し
た。 
自己随伴形と呼ばれる２階線形常微分方程
式のすべての非自明解が振動しないことを
保証する条件は種々報告されているが，その
中で，Hille-Wintner 型の非振動定理はよく
知られている。この定理の条件は，自己随伴
微分方程式の２つの変数係数に関するある
積分量が－3/4 以上 1/4 以下であることを要
求する。本研究では，この積分量が下限値－
3/4 を下回っても，すべての非自明解がしな
い場合があることを示した。即ち，ある別の
条件の下では，この積分値の下限はいくら小
さくてもよいことを証明した。また，自己随
伴形の半分線形微分方程式でも，同様に，
Hille-Wintner 型の非振動定理を改良するこ
ともできることを示した。尚，この研究成果
は，研究協力者（呉）との共同論文として掲
載された（発表論文[2]）。 
また，係数励振現象を振動性理論の観点か

ら考究し。係数励振現象とは，対象とする運
動系のパラメータが周期的に変化すること
に伴って引き起こされる振動現象である。係
数励振現象のメカニズムを解明するモデル
として，マシュー方程式がしばしば研究され
てきた。ただし，マシュー方程式研究の中心
的テーマは安定性理論であり，具体的にパラ
メータを決めたときの解を数値解法によっ
て，近似的に求めるような研究が中心であっ
た。マシュー方程式は２階線形微分方程式で
あるから，初期値を与えると，それに依存す
る唯一の解が未来永劫存在することが保証
される。そのため，解の漸近的挙動は，無限
個の零点をもつ（振動する）か，高々有限個
しか零点をもたない（振動しない）かのどち
らか２つに大別されます。本研究では，この
振動論的立場から，マシュー方程式の解構造
を明らかにしようとする試みであった。具体
的には，３種のパラメータに関するある簡単
な不等式が成り立てば，マシュー方程式のす
べての非自明解が振動することを証明した
（振動定理）。逆に，パラメータ間の別の不



等式が成り立てば，マシュー方程式のすべて
の非自明解が振動しないことも証明した（非
振動定理）。この結果の優れた特徴として，
手計算で容易のこれらの不等式が成り立つ
かどうかを確認できることである（発表論文
[5]）。 

 さらに，２階線形差分方程式の解が振動
しないことを保証する条件を与えた。この結
果の証明では，対象とする２階線形差分方程
式をある種の Riccati 型変換によって，１階
非線形差分方程式に書き換えて考察するこ
とに特徴がある。その非線形差分方程式は１
つの係数数列をもつ。得られた非振動条件は
この数列の２項間の不等式や３項間の不等
式であり，不等式が満たされるか否かは容易
に確認できる長所を有している（発表論文
[3,4]）。 
生態系モデルへの応用：数理生態学において，
Lotka-Volterra 型被食者・捕食者系は基本モ
デルとして良く知られている。標準的な
Lotka-Volterraモデルの係数は定数であるた
め，すべての解は解析的に解けて，対応する
解軌道は内部平衡点を囲む閉軌道となる。つ
まり，すべての解軌道は内部平衡点に漸近す
ることはない。しかし，自然現象では，被食
者と捕食者の個体数（密度）にバランスが取
れて，それぞれがある値に近づくことも多い。
その値のペアが内部平衡点である。つまり，
内部平衡点は大域的漸近安定になる。モデル
と現実のこの差異については，種々の要因が
考えられてきた。本研究では，その要因は季
節変動にあるとして，係数が時間変化する
Lotka-Volterra 型被食者・捕食者系を研究対
象とした。 
減衰線形振動子は２階の微分方程式であ

るから，容易に線形の２次元系に変数変換さ
れる。本研究の大きな特徴は，独自の変数変
換を対象とする被食者・捕食者系に施し，非
線形の２次元系に書き換えて考察を進める
ことである。この変数変換によって，被食
者・捕食者系モデルの内部平衡点は２次元非
線形系の原点（＝平衡点）に移る。勿論，２
次元線形系に対する結果を２次元非線形系
に直接使うことはできないが，線形・非線形
の違いがあっても証明の手法に共通性を見
出し，変数係数をもつ Lotka-Volterra 型被食
者・捕食者系の内部平衡点が大域的漸近安定
になるための必要十分条件を解明した（発表
論文[8]）。 
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