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研究成果の概要（和文）：熱弾性方程式は変形と温度分布の関係を記述する連立非線形偏微分方程式である。こ
の連立方程式に関連する方程式について考察した。研究期間中に得られた結果は、（１）３次元形状記憶合金の
Falk-Konopkaモデルに等温の仮定の下で弱い摩擦を付与した方程式の高次漸近展開、（２）等温Falkモデルに対
しての２種の不変測度の構成、（３）伸張性を考慮した梁の振動を記述するWoinowsky-Krieger方程式の特異極
限問題、（４）Falkモデルやその周辺の方程式に対しての構造保存型数値解法に対するエネルギー法、の４点で
ある。

研究成果の概要（英文）：Thermo-elastic system describes a relation between elastic deformation and 
distribution of temperature. It is represented by the system of nonlinear partial differential 
equations for displacement vector and temperature. We studied equations related to the system. Our 
results for this research subject are as follows: (1) higher order asymptotic expansion of solution 
for the weakly damped isothermal Falk-Konopka model of three-dimensional shape memory alloys, (2) 
construction of two kinds of invariant measure for the isothermal Falk model, (3) singular limit 
problem for the Woinowsky-Krieger equation of extensible beam equation, (4) energy methods for the 
structure-preserving finite difference schemes of the Falk model and other equations. 

研究分野： 数学解析
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１．研究開始当初の背景 
固体の弾性変形と熱伝導の関係を表現する
熱弾性方程式は, 変位についての弾性方程式
(双曲型または分散型)と温度についての熱方
程式(放物型)との連立偏微分方程式である. 
熱弾性方程式は変位と温度の相互作用によ
って放物型と双曲(分散)型の中間的な性質を
持つことがあり解の挙動を単純には分類で
きない. 
熱弾性に対しては多くの研究業績が知られ
ている. 特に熱弾性を線形化した方程式の散
逸性を取り出し, 連立偏微分方程式の枠組み
で一般化した静田-川島(1985)の結果は熱弾
性を研究する上で重要な結果の一つである. 
しかし, この結果は非線形性の強い広範な方
程式に対する一般論であるため, 可解性(解
の存在)を示すには初期値が十分小さいとい
う仮定が必要になる. 一方で形状記憶合金方
程式など, 対象とする方程式を特化すること
で, 初期値が小さいという仮定がなくても解
の存在を示せることがある. しかし解の挙動
についての結果は少なく, 例えば形状記憶合
金方程式でも解の挙動は未解決である. 「熱
弾塑性」については Krejci-Sprekels (1997)
によって解の存在は示されているが, 一意性
や解の挙動については知られていない.  
また応用上重要になるのが「モデルの正当
性」である. 固体力学のモデルの理論解析は
粗い近似が多くきちんと見直すべき箇所が
いくつかある. 例えば大きな変形に対しての
理論について, より汎用性の広い理論の構築
とその正当性の検証が, 応用分野からも望ま
れている. 
 
２．研究の目的 
熱弾塑性変形や損傷など固体の大変形問題
に関わる現象を表現するモデルについて数
学を用いて解析し, 材料の安全性を保証する
問題などへと応用したい. その準備として, 
本研究では熱弾性の非線形偏微分方程式の
解の挙動や性質を理論数学の立場から調べ, 
更にその極限モデルと位置づけられる熱弾
塑性の方程式の解の挙動まで特定すること
を目的としている.  
数学の立場からみると, 本研究は, 調和解
析・関数解析・凸解析・確率論・幾何学など
様々な問題と関連がある. 本研究を通じてこ
れらの多岐にわたる数学理論の発展に寄与
すること, および工学分野の研究者と連携し
これらの理論の応用例を見つけることも本
研究の目的である. 
 
３．研究の方法 
これまで代表者は, 主に形状記憶合金方程式
の可解性と解の挙動について研究を行って
きた. 形状記憶合金方程式は熱弾性の特別な
場合に対応するモデルで弾性部分が半線形
になるのが特徴である。形状記憶合金などの
場合は, 大きい変位を考えることが現象とし
て自然である. この場合, 線形化方程式の相

互作用の項が退化するため, 連立系とみて消
散性を取り出す静田-川島の方法を直接は適
用できない．一方で, 系にある種のエントロ
ピーの役割を果たすリアプノフ関数を見つ
けると, 温度が一様分布に近付くことが示さ
れる場合がある. 実際, 形状記憶合金方程式
についてはこのことが成り立つ. この場合, 
定数温度が特定できれば, 等温問題を考察し
変位の挙動を調べることで連立系の挙動が
定まる. 上記の流れから近年代表者は連携研
究者とともに熱弾性問題の等温問題を考察
してきた. 一方, 熱弾塑性問題は熱弾性の吉
田近似による極限問題と見なせるため, 熱弾
性の結果の極限を調べることで熱弾塑性の
解の挙動もまた特定できるであろうと考え
た.  
これらの経緯を踏まえて, 申請者が本研究で
発展させる内容は, 大きな変形についての熱
弾性の解の挙動を明らかにするため, まずそ
の等温問題(Ⅰ)を考察し, その結果を非等温
な熱弾性問題(Ⅱ)に応用し解の挙動を得る. 
さらにこの結果の極限を考えることで熱弾
塑性(Ⅲ)の解の挙動まで特定する」ことであ
る.    
研究を進める上で意識することは, 積極的
に国内外の研究者と交流し研究に関する情
報収集と議論をすることで, 効果的な研究
を行う. 特に夏期には毎年二週間程度海外
の共同研究者の下に滞在する. また工学な
どの応用分野の研究者とも連携し情報交換
および検証実験を行う. 研究期間を通じて,
工学分野の情報を取り入れ, 適時検証実験
を行う. これらの情報交換から派生して生
まれる問題があればその解析も行う. また
研究室の大学院生には数値実験を依頼する.   
 
 
４．研究成果 
上記の方法に沿って研究を行い実際に研究
期間に得られた研究成果は以下の(1)～(4)
に分類できる.  
(1) Falk-Konopkaによって提案された３次元
の形状記憶合金の熱弾性変形を記述するヘ
ルムホルツの自由エネルギーはひずみに対
して 6次の多項式である．そのため，導出さ
れる熱弾性方程式は弾性方程式の方にひず
みについて 5次の非線形項が現れる．これは
Sobolev 臨界に対応する次数で，エネルギー
クラスでも大きな初期値に対する解の存在
を示すことは難しいと予想される．そのため
まず等温問題に弱い消散構造をもつ摩擦項
を加えた問題について考察した．残念ながら
摩擦項を加えたにも関わらず大きな初期値
に対する結果は得られなかったが，代わりに
非線形の効果が現れる高次の漸近形を含め
た漸近展開の公式を求めることに成功した．
数学の立場からみるとこの結果は高次漸近
形に非線形効果が現れる箇所を求める単純
な方法の応用例となっており，１次元の梁の
方程式に対しての結果を一般化した形にな



っている．これら漸近形についての研究は竹
田寛志氏との共同研究に基づく． 
(2) 摩擦のつかない定常 Falk モデルは非線
形項が double-well 型の Boussinesq 方程式
になる. この方程式はいわゆるハミルトン
方程式であるため解の減衰は期待できない. 
そこで解の挙動を理解する上で２種類の不
変測度を構成することを考えた. 一つはよ
く知られているGibbs測度と呼ばれる不変測
度で, Bourgainの方法を適用することで比較
的容易に構成が可能である. ただこの不変
測度ではとても弱い意味での解しか測るこ
とができない. そこでもう一つ Kuksin によ
る不変測度を構成することを考えた. これ
は, 対象となる微分方程式に粘性項と加法
的確率外力項を加えた方程式を考え, まず
その確率微分方程式に対して不変測度を構
成し, 粘性項と確率外力項の係数を同時に
適切な比でゼロへの極限をとることで目標
となる元の方程式の不変測度を構成すると
いう方法である. この方法で構成した不変
測度はGibbs測度に比べて, 滑らかな解も台
に持つ. これらの不変測度に関する研究は
堤誉志雄氏との共同研究に基づく.  
(3) 伸縮を考慮して梁の変形を記述する
Woinowsky-Krieger 方程式について考察した．
こ の 方程式 は 非局所 非 線形項 を も つ
Kirchhoff 方程式に４階の項を加えた半線形
偏微分方程式である．この方程式の初期値問
題，すなわち空間が全領域の場合について考
察する．時間分割によるエネルギー法により，
任意の大きさの初期値に対する時間減衰評
価を得た．またこの減衰評価を利用すること
で，加速度項を消失する特異極限問題の評価
を示した．本研究は Reinhard Racke 氏との
共同研究である． 
(4) 解の挙動の予測をたてる上で数値計算
を研究室の大学院生と取り組んだ．強引に数
値計算に持ち込んでもよいデータが得られ
なかったため，数値解析の専門家に助言を求
めたところ，構造保存型数値解法に行き着い
た. まずは等温 Falk モデルに対して構造保
存型の数値計算スキームの数値計算を行い, 
ソリトン解の伝播を確認した. また既存の
結果を参考にして解の存在と誤差評価を証
明した. 次に, 等温の仮定を取り除いた一
般の熱弾性型の Falk モデルに対して, エネ
ルギー保存, モーメント保存, エントロピ
ー増大の全てを満たす構造保存型数値解法
を構成した. このスキームは時間の刻み幅
が空間の刻み幅と比較して十分小さければ
解の存在も示すことができる．もう少し踏み
込んで考察を進めてみると, 時間局所解を
アプリオリ評価の成り立つエネルギークラ
スで構成することで, 時間の刻み幅を小さ
くとる仮定を空間の刻み幅によらないもの
に改善できることがわかった. これはいわ
ゆる連続な偏微分方程式におけるエネルギ
ー法の手続きがそのまま離散の数値計算ス
キームに導入できることを意味している.  
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