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研究成果の概要（和文）：量子物理現象や数理生態学におけるパターン形成の数理モデル等に現れる非線形変分問題お
よび非線形楕円型偏微分方程式の解の構造を中心に研究推進を行った。
特に、細い領域上での混合境界条件下でのラプラシアンの固有値の精密な漸近挙動の研究およびBose-Einstein凝縮現
象に付随する非線形変分問題の最小エネルギーに関する粒子数無限大での漸近挙動の研究を行った。
また、3種のFitzHugh-Nagumo型数理モデルに付随する変分問題のエネルギー最小解の解析、交差拡散効果をもつPrey-P
redator数理モデル等に現れる非線形反応・拡散系に対して、非定数定常解の存在・非存在パラメータ領域の解析を行
った。

研究成果の概要（英文）：In this research, we studied the structure of solutions of nonlinear elliptic
partial differential equations arising in mathematical models of quantum phenomena and pattern formation 
problems of the mathematical biology. Especially, we investigated the precise asymptotic behavior of 
eigenvalues of the Laplacian with the mixed boundary condition on a thin domain　and the precise 
asymptotic behavior of the least energy of a nonlinear variational problem associated with the 
Bose-Einstein condensation. We also studied the structure of global minimizers for 3-component 
FitzHugh-Nagumo system and the parameter range of existence and non-existence of non-constant steady 
patterns for several nonlinear rection-diffusion systems, e.g., the prey-predator model with a 
cross-diffusion effect.

研究分野： 偏微分方程式

キーワード： 変分問題　最適化問題　固有値問題　非線形楕円型偏微分方程式　パターン形成
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
(1) 数理生態学における数理モデルに対する

パターン形成の数理科学的研究は、国内外と

もに極めて活発に行われており、単純に見え

る数理モデルにおいてさえ、多様な数学的構

造を内包していることが多く、魅力的な研究

分野となっている。そうした中で、研究代表

者は、特に個体数が小さいときには固体増殖

率がロジスチック法則におけるように一定

ではなく個体数に比例するというアリ効果

を考慮した増殖モデルにおいて、研究代表者

は連携研究者の田中らと空間1次元で適当な

環境効果のもとでは多様な安定定常パター

ンが存在することを見つけた。また、ヒドラ

の形態形成の数理モデルとして有名なギー

ラー・マインハルト系の数学的研究は国内外

でも活発であるが、研究代表者らは特に弱い

飽和効果を取り入れたモデルに注目し、空間

多次元の軸対称領域において多重スパイク

状の定常解の構成を森本光太郎（鎌倉女子

大）と行い、その方法論の利点を生かし、走

化性現象を記述するあるケモタキシス系モ

デルなどの多重スパイク状の定常解の構成

へと研究を進展させた。また、数理生理学の

神経細胞のパルスの伝搬を記述する数理モ

デルや物質の相分離現象モデルとしてフィ

ッツフー・南雲モデルがある。このモデルは

変分構造を持ち、付随するエネルギー汎関数

を最小にする状態に対応する定常パターン

解が存在するが、拡散係数が小さいとき２つ

の安定状態を激しく振動する微細構造を持

つことが知られている。 

(2) 細い領域上でのラプラシアンの固有値問

題は興味深い変分問題の 1つであるが、連携

研究者の神保秀一（北海道大学）の協力のも

とで、Dirichlet-Neumann 型の混合境界条件

の下での固有値の漸近挙動（幅をゼロにする

極限状況を考える）を研究しており、この研

究は量子力学で細い領域に閉じ込められた

量子力学的粒子の束縛状態の存在問題

(Quantum Wave Guide Problem)と深く関係す

ることがわかっており、さらなる進展が期待

できる。 

(3) 非線形光学やBose-Einstein凝縮現象な

どに現れる非線形変分問題および付随した

非線形シュレデインガー方程式の解の凝縮

現象の研究は国内外で極めて盛んに研究さ

れている状況であり、近年、多成分系の研究

も活発になっている。トラップポテンシャル

や場所に応じて変わる散乱長を持つような

モデルにおいて、エネルギー最小解の凝縮点

の位置を決定することは興味深い研究テー

マとなっている。 

 
２．研究の目的 
偏微分方程式は自然現象、生命現象の数理モ

デルとして、あるいは幾何学的対象を解析的

に研究する際に広く現れる。特に、さまざま

な非線形現象の記述に現れる非線形偏微分

方程式は多岐にわたり、個々の非線形偏微分

方程式の解の構造を解明することで、対応す

る非線形現象の数学的な知見を深めること

は重要である。本研究の全体的構想としては、

そうした個々の興味深い非線形現象を記述

する非線形偏微分方程式の解の構造を数学

的に解明して現象のより深い理解を獲得す

ることを目指し、特に環境効果の解の構造へ

の影響、定常パターン形成問題、固有値最適

化問題などに重点をおいて、偏微分方程式論、

変分法やスペクトル解析などを用いた現象

の数学解析を進めることを目的とする。 

 
３．研究の方法 
調和解析、変分法、スペクトル解析、偏微分
方程式、数値解析、数値シミュレーションな
どのさまざまな観点から、偏微分方程式の解
の構造の研究、固有値問題や非線形楕円型境
界値問題等における最適化問題、数理生態学
におけるパターン形成と環境効果との関係、
反応拡散方程式系の定常解の構造の研究、ま
た物理における超伝導現象や相分離現象に
現れるさまざまな非線型楕円型偏微分方程
式の解の構造の研究をいくつかの項目に重
点をおき行う。研究代表者は、個々の重点項
目において、連携研究者の協力を適宜得て、
変分問題、最適化問題、偏微分方程式の研究



の統括を行う。連携研究者の神保には固有値
問題および超伝導現象に関連した変分問題、
田中には変分法および特異摂動問題、柴田
(徹)には非線形固有値問題および漸近解析、
柴田(将)には非線形シュレディンガー方程
式に関する助言・協力を得ながら研究を行う。 
 
４．研究成果 
(1) 研究代表者の倉田和浩は、連携研究者や
本学大学院生らと以下の研究を行った。 
①連携研究者の神保秀一氏（北大）との共同
研究で、細い領域上での Dirichlet-Neumann
混合境界条件下でのラプラシアンの固有値
の精密な漸近展開とその非線形問題への応
用に関する研究成果をまとめた論文が
Indiana Univ. Math. J.に掲載が決定した。 
②パターン形成の数理をテーマとした研究
行い、平成 25 年度には、5種のギーラー・マ
インハルト系の飽和効果をもつモデルに対
して、シャドウ系を含め、解のアプリオリ評
価および飽和効果が大きい場合の非定数定
常解の非存在パラメータ領域の研究を行っ
た 。 ま た 、 ア リ 効 果 を も つ 2 種 の
Mimura-Murray の数理モデルの食物連鎖型の
3 種拡張数理モデルに対して、その非定数定
常解の非存在および存在パラメータ領域の
研究を行った。さらに、化学反応に現れる
Lengyel-Epstein 数理モデルにおいて、協同
現象効果をもつ一般の Hill 係数の Turing パ
ターン形成に果たす役割を調べ、解のアプリ
オリ評価、非定数定常解の非存在定理、非定
数定常解の存在定理などの研究をおこなっ
た。平成 26年度には、SIS 型感染症の伝播数
理モデルのエンデミック定常解の構造の研
究やPrey-Predator型の交差拡散数理モデル
およびそのシャドウ系の定常解の構造の解
析を大学院生とともに行い、正値解のアプリ
オリ評価、非定数定常解の存在・非存在定理、
解の漸近的プロファイル等に関して、一定の
成果を得ることができた。 
②平成 25 年度には、量子現象の１つでもあ
るボーズ・アインシュタイン凝縮に関連した
変分問題を研究し、簡単な数理モデルではあ
るが空間の場所によって散乱長が変化する
ような場合についての最小エネルギーの粒
子数無限大での詳細な漸近挙動に関する評
価を得ることに成功した。平成27年度には、
本学大学院生の梶原尭氏との共同研究で、3
種の FitzHugh-Nagumo型の反応拡散方程式お
よびそのシャドウ系に現れる変分問題のエ
ネルギー最小解の安定性や精密なエネルギ
ー評価に関する研究を推進し、その成果を論
文にまとめ、現在投稿中である。 
 
(2)連携研究者の神保秀一は、主に以下の研
究を行った。 
①正則および特異的な領域変形を施した際
に起こる偏微分方程式の解やその特徴とな
る性質や量の摂動を研究した(ラメ作用素、 
ストークス作用素、 等のスペクトル摂動問

題)。 
② グラフ上の単独反応拡散方程式の時間全
域解の存在および特徴を研究した。  
③FitzHugh-Nagumo 方程式および保存型反
応拡散方程式の定常解の線型化固有値問題
について、定常解と同一の停留点をもつ汎関
数を導入し変分構造から固有値構造を特徴
付けた。 
 
(3) 連携研究者の田中和永は、主に以下の研
究を行った。 
①非線形シュレディンガー方程式に対する
定在波の存在問題等に代表される非線形楕
円型方程式に対する特異摂動問題の研究を
中心に行った。従来の Lyapunov-Schmidt 法
によるアプローチでは極限問題に対して正
値解の一意性、非退化性が要求され、適用範
囲は典型的な冪状の非線形性等に限られて
いた。ここでは局所的な変分法によるアプロ
ーチを見いだし、さらにポテンシャルの不安
定特異点に凝集するピーク解 (さらには一
点に多数のピークが凝集する clustering 
solution)の存在証明に成功した。さらにそ
の手法の応用として摂動された円環状領域
での正値解の多重性等も見いだした。 
②変分構造をもたない非線形楕円型問題に
対しても分岐構造を見いだす等の研究を行
った。 
 
(4) 連携研究者の柴田徹太郎は、分岐問題お
よび逆分岐問題を中心に研究を進めた。 
①非線形楕円方程式の分岐問題は、様々な現
象を記述する方程式に現れる重要な研究対
象であり、つねに活発に研究されている。 
分岐曲線の解析は、主として L∞-空間の枠
組みで考察されており、特に ODE においては  
Time map のアイデアがその解析に重要な役
割を果たす。ここではいくつかの具体的な方
程式に対して、分岐曲線の大域解析に成功し
た。 
②逆分岐問題とは、分岐曲線の特徴から未知
の非線形項を決定する問題であるが、非線形
楕円型方程式の逆分岐問題の研究は非常に
少ない。その理由は、順問題の解析ですら、
時として非常に困難をともなうからである。 
そこで①の研究成果に基づき、分岐曲線の大
域的挙動から未知の非線形項を決定すると
いう斬新な研究の方向を提唱し、今後の研究
の発展につながるいくつかの基本的結果を
得た。 
 
(5) 連携研究者の柴田将敬は、主に以下の研
究を行った。 
①準線形シュレディンガー方程式の ground 
state について研究し、漸近挙動、解の一意
性、非退化性についての結果を得て、研究論
文として出版済みである。さらに、一意性に
ついては、それまで必要だったパラメータに
関する制限をはずすという非常に一般的な
結果を得た。これは研究論文にまとめ、現在



投稿中である。これらは、足達慎二氏（静岡
大学）、渡辺達也氏（京都産業大学）との共
同研究である。 
②一般的な非線形項をもつ、半線形シュレデ
ィンガー方程式の定在波解について研究を
行い、安定な定在波解が存在するための条件
を考察した。その結果は、研究論文として出
版済みである。 
③半線形シュレディンガー方程式の正値解
の存在について、非線形項に関する条件を弱
めることが出来た。これは研究論文として出
版済みである。これは佐藤洋平氏（埼玉大学）
との共同研究である。 
④Sobolev の埋め込み定理の臨界条件に対応
する項を持つようなKirchhoff型方程式の正
値解の存在に関する結果を得、研究論文にま
とめ現在投稿中である。これは内免大輔氏
（室蘭工業大学）との共同研究である。 
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