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研究成果の概要（和文）：weakly compact cardinalをMahlo operationsの繰返しで捉えた。ZF集合論でその存
在が証明できる可算順序数の限界をMostowski collapsingの繰返しで記述した。集合上で多項式時間計算可能関
数を生成する計算規則を考案し、対応する公理系を導入した。直観主義論理上での不動点の存在は保存拡大にな
ることを証明した。順序数上の正則関数の微分の整列順序原理と可算モデルの存在との関係を明らかにした。最
小の非可算基数の集合論でのカット消去を有限的手続きで証明した。自然数上の最小不動点の公理系の諸断片の
可述的なものの境界線を確定した。

研究成果の概要（英文）：We characterized the existence of weakly compact cardinals in terms of 
iterations of weakly Mahlo operations. We described ZF-provably existing countable ordinals by means
 of iterations of Mostowski collapsings. We introduced a class of set functions, which are 
computable in polynomial time, and introduced a theory in which $¥Sigma_{1}$-definable functions are
 exactly polynomial time computable set functions. We showed that intuitionistic fixed point 
theories over a weak set theory is a conservative extension of the weak set theory. We showed that 
the wellordering principle of the derivative of a normal function on ordinals is equivalent to the 
existence of arbitrarily large countable coded $¥omega$-models of the normal function. We gave a 
finitary procedure by which cut inferences are eliminated from derivations for set theory of $¥
omega_{1}$. We determined a line between predicative and impredicative fragments of the theory of 
positive elementary inductive definitions.

研究分野：数学基礎論

キーワード： 証明論

  ２版
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１． 研究開始当初の背景 
 集合論の証明論的研究は KP集合論とその
拡張に対して順序数解析が stable ordinals
まではM. Rathjen, T. Araiによりできてい
た。ここでいう順序数解析とは形式的理論の
証明論的順序数を具体的に与えることであ
り、これにより当該の理論において証明可能
な算術的論理式が特徴付けられる。また順序
数  $¥alpha$が stable なのは Goedel の
constructible universe $L$ の 始 切 片 
$L_{¥alpha}$ が $L$ の
$¥Sigma_{1}$-elementary submodelになる
ことである。言い換えれば$L_{¥alpha}$から
のparameterをふくむ$¥Sigma_{1}$-論理式
が$L$で成立すればすでに$L_{¥alpha}$で
成立するということである。いずれにしても
最小の stable ordinalは可算である。そこで
従来の順序数解析より広くは証明論におけ
る手法を非可算基数や小さいクラスの集合
関数などへ拡張することが課題として浮上
した。この課題は従来の証明論の手法やアイ
デアをより広い視野において眺め直すこと
にもなるし、また証明論の対象とする理論を
拡げることにも繋がることが予想される。他
方でそれらの手法の限界と適用可能性の前
提を洗い直すことにもなり、新しい分野の開
拓や新たな視点の導入を目指すことにも向
かい得る。 
 
２． 研究の目的 
 集合論の証明論的研究をその演算子に着
目して、強弱取り混ぜてその証明論的な強さ
を記述する方法を開発しながら前進させる
ことを目的とする。これはひとつには上へと
上昇して行く運動であり、他方では下へと下
降していく。上昇する際には、対象となるの
が非可算基数、弱到達不能基数、弱コンパク
ト基数などの構成可能性公理 V=L と矛盾し
ない範囲での small large cardinalsであり、
これらの recursive analoguesの証明論を上
へと持ち上げて行く必要がある。逆に言えば
後者が何によってできていたのかを照射す
ることになる。また下へ向かう運動において
は$¥Pi^{1}_{1}$-comprehension axiom や 1
階算術、さらには多項式時間計算可能関数に
まで降りて行って、それらを新しい視点から
研究し直す。これを通じて集合を証明論の側
面からの理解を深める。また証明を集合から
捉え直す。この相互の運動を相補的に進める
ことで両面的な観点を保持する。 
 
３． 研究の方法 
主な手法はカット消去であるが、同時に可算
順序数を記述する方法や小さいクラスの関
数生成法の開発などを行う。さらにモストフ
スキ崩壊やコンパクト基数の関係を証明論
の視点から調べる。より小さい関数族は
Bellantoni-Cook の手法にならって、ふたつ
の arguments に分けて考える。同時に集合
のクラスを導入して、そこだけで再帰ができ

るようにする。これを公理化するためには新
しい証明論的な洞察が必要となる。また W. 
Buchholz に よ る operator controlled 
derivations の手法を様々な場面に適用でき
るように改変する。例えば operatorの代わり
に admissible setを取る。直観主義論理の上
で strictly positive formulaによる不動点の
存在は証明論的に弱いことを示すのに、従来
は顧みられなかったカット消去を同時並行
に 行 う 。 さ ら に 自 然 数 を 定 義 す る
$¥Pi^{1}_{1}$-論理式において変数を論理式
で置き換えることで弱い算術の上で数学的
帰納法を導く。他方で R. Jensen による弱コ
ンパクト基数の反映性による特徴付けを用
いて、弱コンパクト基数の証明論を反映順序
数に対するそれを拡張することで得る。これ
らの証明論的研究においては operator 
controlled derivationを用いるのが理解を得
易いが、他方では有限的にも可能なはずであ
る。つまり Gentzenの方法の拡張において強
い集合論の証明論的研究をする。一方で、順
序数上、とくに正則順序数上での正則関数の
微分の存在は predicative proof theoryでの
枢要であるが、この事実の証明論的な位置を
画 定 さ せ る た め に countable coded 
$¥omega$-model を考えていくのが有効で
ある。 
 
４． 研究成果 

(1) weakly compact cardinalをMahlo 

operationsの繰返しで証明論的に捉える

結果を得た。つまりMahlo operationsの

繰返しによって記述される順序数の体系

を導入してこれによってweakly compact 

cardinals の存在から証明できる可算順

序数を記述することができた。これは巨

大基数に関する初めての証明論的研究で

あった。 

(2) Zermelo-Fraenkel集合論に構成可能性

公理を付け加えた公理系でその存在が証

明できて論理式で定義できるような可算

順序数の限界をMostowski collapsingの

繰返しで記述した。逆にこのように記述

された可算順序数はZermelo-Fraenkel集

合論に構成可能性公理を付け加えた公理

系でその存在が証明できることも示し、

よってもってZermelo-Fraenkel集合論に

構成可能性公理を付け加えた公理系で存

在が証明できる可算順序数を完全に特徴

付けた。 



(3) 最小の非可算基数の集合論でのカット
消去を順序の比較を除いて有限的手続き

で証明した。これはGentzen-Takeutiの方

法の有効性を示す。 

(4) 再帰的到達不能順序数の集合論と同等
である2階論理のカット消去を

Gentzen-Takeutiの方法を、Schuetteに

ならって拡張して有限的に示した。 

(5) reflecting ordinalsについて、反映する

論理式をひとつ下げたものの繰返しに一

つ上のものを証明論的に帰着させた。方

法はW. Buchholzによるoperator 

controlled derivationsにおけるoperator

の代わりにadmissible setsを考えること

であった。 

(6) first order reflecting ordinalsの順序数

解析を行った。 

(7) 2階論理のカット消去の証明を統一的

に捉え直した。 

(8) 直観主義論理上での不動点の存在は保
存拡大になることを証明した。これは集

合論の証明論的解析において保存拡大性

を示すときに必要であった。 

(9) 順序数上の正則関数の微分の整列順序
原理が、もとの関数の整列順序原理の任

意に大きい可算モデルの存在と同値であ

ることを示した。 

(10) 自然数上の最小不動点の公理系の諸断
片のうちで、可述的なものとそうでない

ものの境界線を確定し、弱い公理系上で

のパラメタ無しの

$¥Pi^{1}_{1}$-comprehension axiomの

証明論的強さに関するA. Weiermannに

よる予想を否定的に解決した。 

(11) 集合上で多項式時間計算可能関数を生
成する計算規則を考案した。生成規則は

Bellantoni-Cookのものの集合版である。 

(12) 集合上での多項式時間計算可能関数の
みの存在を証明する公理系を導入した。 

これはKP集合論に再帰を許すクラスを導

入することによった。 
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