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研究成果の概要（和文）：本研究は、科学技術計算におけるポテンシャル問題の数値解法である代用電荷法および双極
子法の理論・実験的研究を目的とする。代用電荷法は仮想点電荷のポテンシャルの重ね合わせで解を近似する方法であ
り、点電荷の代わりに仮想電気双極子のポテンシャルを用いると双極子法を得る。双極子法について双極子配置の仕方
に特に研究の重点を置き、円周の等分点を等角写像で写した点に双極子を置く方法がよいことを数値実験により示した
。
また、代用電荷法・双極子法の複素解析関数近似の応用も行い、理論・実験両面からこの解析関数近似が良い精度を達
成することを示した。
さらに、関連研究として、佐藤超函数論に基づく数値積分の研究も行った。

研究成果の概要（英文）：In this study, we examined the charge simulation method and the dipole simulation 
method for potential problems. In the charge simulation method, we approximate the solution by the 
superposition of fictitious point charges. We obtain the dipole simulation method as an approximation by 
the superposition of fictitious electric dipoles in stead of point charges. We are especially interested 
in the positioning of the dipoles and found from numerical experiments that it is good to use the points 
obtained by a conformal mapping of equally distributed points on a circle.
We also applied these methods to the approximation of complex analytic functions. We find that these 
approximations achieve good accuracy by theoretical error estimates and numerical experiments.
Besides, as a related research, we studied numerical integration methods based on the hyperfunction 
theory.

研究分野： 数値解析
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１． 研究開始当初の背景 

 

（文中の[ローマ数字]は第 3 項末尾に記す参
考文献を表す） 

科学技術計算において偏微分方程式の数値
解法は重要であり，有限要素法・差分法・境界
要素法などが研究開発現場において広く用い
られている．本研究で扱う代用電荷法（基本
解近似解法）はとくにポテンシャル問題（ラ
プラス方程式）の有力な数値解法のひとつで
あり[v]，電気力学の研究に起源を持つ[x]．こ
の方法はプログラミングが簡単で計算量が少
ない上に，ある条件下では節点数を増やすに
つれて近似解が真の解に指数関数的収束する
という利点がある[ii]．具体的に 2 次元ポテン
シャル問題の場合に代用電荷法を説明すると，
領域Dにおけるラプラス方程式∆𝑢 = 0に対し，
代用電荷法の近似解は 

𝑢𝑁(u⃗ ) = −
1

2𝜋
∑𝑄𝑗 log‖𝑥 − 𝜉𝑗

⃗⃗  ⃗‖

𝑁
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   (1) 

（𝜉𝑗
⃗⃗  ⃗：問題領域 D 外部の点，𝑄𝑗：実数係数（電

荷））という形になる．物理的には，2 次元
点電荷の作るポテンシャルの重ね合わせで
解を近似していることに相当する（図 1 参
照）．近似解はラプラス方程式を問題領域 D
で厳密に満たし，境界条件は𝑄𝑗を適当に決
めて近似的に満たすようにする． 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 1. 代用電荷法のイメージ 

 
図 2．代用電荷法により計算した，2 次元平
面波の円柱による散乱の様子 
 
上ではポテンシャル問題に対する代用電

荷法を説明したが，代用電荷法は電気力学
のポテンシャル問題以外にも，科学技術研
究の諸分野で用いられている．天野らは代
用電荷法の数値等角写像への応用を行って
いる．また，代用電荷法はポテンシャル問題
に限らずとも，偏微分方程式の基本解（グリ
ーン関数）がわかっていれば適用可能なの

で，流体問題[vi, viii]，弾性問題[vii]，波動
問題[ix, x]（図 2 参照）など様々な偏微分方
程式に適用されている．また，近年，緒方ら
は周期的領域問題[vii, viii]，非線形問題[vii]
といった，従来代用電荷法の適用が困難な
問題に対する代用電荷法の改良版を提案し
ていた． 
 

２．研究の目的 

 

本研究では，点電荷の代わりに電気双極子
を用いる代用電荷法「双極子法」の研究を行
う（[iii]にも双極子法に関する記述がある）．
従来の代用電荷法では点電荷ポテンシャルの
重ね合わせで解を近似するが，その代わりに
双極子ポテンシャルの重ね合わせで近似する
のである．2 次元問題の場合に具体的に記す
と，領域 D におけるラプラス方程式∆𝑢 = 0に
対し，双極子法では 

𝑢𝑁(𝑥 ) =
1

2𝜋
∑
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（𝜉𝑗
⃗⃗  ⃗：D 外部の点，𝑝𝑗⃗⃗  ⃗：実定数ベクトル（双極

子モーメント））の形で近似解を与える．この
双極子は外部領域問題，複素解析関数近似で
威力を発揮すると期待される．その理由は，
外部領域問題では解は遠方で有界という条件
を課されることが多いが，従来の代用電荷法
の近似解は無条件でその条件を満たさない一
方，双極子法は無条件で満たす．数値等角写
像など複素解析関数の近似問題では，代用電
荷法では複素解析関数を複素対数関数で近似
することになるので，複素対数関数の多価性
を回避するという問題が生じる一方，双極子
法では有理関数近似になるので多価性の問題
は生じない． 

 本研究では，理論・実験両面から双極子法
の性能を検証し，[i]と同様，複素解析関数近
似・数値等角写像への応用を試みる． 

 

３．研究の方法 

（１）双極子法の理論的・数値的研究 
 双極子法ではラプラス方程式の境界値問題 

{
∆𝑢 = 0 in 𝐷
𝑢 = 𝑓 on 𝜕𝐷

          (3) 

に対し(2)の形で近似解を与える．近似解
𝑢𝑁(𝑥 )はラプラス方程式を領域 D で厳密に満
たし，双極子𝑝𝑗⃗⃗  ⃗を適切に選ぶことにより境界
条件を近似的に満たす．双極子は具体的には
選点法により定める，すなわち，拘束点と呼
ばれる境界点𝑥𝑖⃗⃗⃗  (𝑖 = 1,… , 𝑁)をとり，方程式 

𝑢𝑁(𝑥𝑖⃗⃗⃗  ) = 𝑓(𝑥𝑖⃗⃗⃗  )    (𝑖 = 1,… , 𝑁)  (4) 

により定める．方程式(4)は双極子𝑝𝑗⃗⃗  ⃗に関する
連立一次方程式をなす． 
 ここで問題になるのは，双極子点𝜉𝑗

⃗⃗  ⃗，拘束点
x𝑖⃗⃗⃗  の取り方である．D が円板領域の場合は同心
円上に等間隔に取るのがよいことが理論・実
験からわかっている．一般の内部単連結領域
の場合は，同心円上の等間隔点を等角写像に



 

 

より写した点を双極子点・拘束点にとる方法
が考えられる（図 3 参照）．従来の代用電荷法
の場合この方法がよいことが理論的に示され
ているが[iv]，双極子法の場合もこの方法が
うまくいくか検証する． 

図 3．等角写像を用いた点配置 
 
（２）代用電荷法・双極子法による複素解析
関数近似 
 代用電荷法による複素解析関数近似は，天
野らの数値等角写像の研究[i]においてすで
に行われている．[i]では，近似しようとする
複素解析関数 f(z)に対し，その実部が調和関
数（ラプラス方程式の解）であることに着目
して代用電荷法により式(1)で実部を近似，虚
部は実部の共役調和関数であることに注意す
ることにより， 

𝑓(𝑧) ≈ 𝑓𝑁(𝑧) = −
1

2𝜋
∑𝑄𝑗 log(𝑧 − 𝜁𝑗)

𝑁

𝑗=1

  (5) 

という形の近似式を得る．ここで，𝑄𝑗は実数
係数（電荷），ζ𝑗は f(z)が正則である領域 D 外
部の点である． 

 これと同様にして，複素解析関数 f(z)の双
極子法近似を試みる．ここでも，f(z)の実部
が調和関数であることに着目して双極子法に
より式(2)の形で実部を近似，虚部は実部の共
役調和関数であることに注意することにより，
結局 

𝑓(𝑧) ≈ 𝑓𝑁(𝑧) =
1

2𝜋
∑

𝑝𝑗

𝑧 − 𝜁𝑗

𝑁

𝑗=1

    (6) 

の形の近似を得る．ここで，𝑝𝑗は双極子に相当
する複素定数，ζ𝑗は f(z)が正則である領域 D 外
部の点である．本研究では，(5)あるいは(6)の
複素関数近似の精度を理論誤差評価により与
え，数値実験により検証していく． 

 

 なお，研究開始当初は，ポテンシャル問題
以外の偏微分方程式（ヘルムホルツ方程式，
重調和方程式など）に対する代用電荷法の研
究も研究計画に加えられていた． 
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４．研究成果 
平成 25年度は，双極子法の精度についての

研究を行った．双極子法は，ポテンシャル問
題に対し，問題外部領域に置いた仮想的な双
極子のポテンシャルの重ね合わせで解を近似
する方法である．双極子法では，代用電荷法
と同様，双極子の配置の仕方が計算精度を左
右し，よい双極子配置の決定が重要な問題と
なる．円板領域問題の場合，円周上に等間隔
に双極子を置くのがよいことが直感的に予想
され，理論的にもこの配置がよいことが示さ
れる．問題なのが，一般の内部単連結領域の
場合である．従来の代用電荷法では，円周の
等分点を等角写像で写した点を用いるのがよ
いとされており，双極子法でもその方法がよ
いと予想した．そして，楕円内部領域の問題
に対してこの方法を試し，この配置法が有効



 

 

であることを実験的に確かめた． 
 
平成 26年度は，代用電荷法・双極子法を複

素解析関数近似に応用する研究を行った．複
素解析関数は実部が調和関数，虚部がその共
役調和関数であることに着目し，実部を代用
電荷法または双極子法で近似し，虚部をその
共役調和関数で近似することにより，解析関
数近似を得る（図 4.—5参照）。．そして，双極
子法近似は複素関数論のコーシーの積分公式
の離散化と見なせる．さらに，周期解析関数
に対する代用電荷法・双極子法による近似も
得た． 

図 4．双極子法による複素関数近似で求めた
金属円柱周りの一様電場． 

図 5．図 4で示した双極子法の計算の誤差．縦
軸は相対誤差の常用対数，横軸は双極子数で
ある． 
 
平成 27 年度は，本研究課題に関連して，1

変数複素解析関数の積分に対する新しい数値
積分法—下記により「超函数法」と呼ぶ—につ
いて理論・実験両面から研究を行った． 
超函数法は当初，平山弘（神奈川工科大学）に
より提案された．この方法では複素関数論の
基礎定理であるコーシーの積分公式を用いて
求めたい積分を複素周回積分に書き直した上
で，それを台形公式により数値計算する．台
形公式は周期解析関数の積分計算には極めて
有効であるので，超函数法は極めて高精度な
数値積分公式である．実際，超函数法は，理論
誤差解析により積分近似値が真値に指数関数
的収束し，数値実験により，とくに積分区間
端点に強い特異性を持つ積分に対して極めて
有効であることがわかった．端点特異性を持

つ積分に有効な数値積分公式として従来「DE
公式」が知られているが，その DE公式でさえ
計算できないような特異性の極めて強い積分
にでさえも，超函数法は有効に働くことがわ
かった． 
 そして，「超函数法」は佐藤超函数論と密接
に関係していることがわかった．佐藤超函数
論とは複素関数論に基づく一般化関数論であ
り，極・不連続・デルタ関数といった特異性を
含む関数を，定義関数と呼ばれる複素解析関
数の境界値の差で表現するものである．超函
数の積分はその定義関数の複素積分で表され
る．超函数法では求める積分を複素周回積分
に変換して近似計算しているが，その複素積
分は被積分関数を超函数とみなして，その超
函数積分を与える複素積分を近似計算するこ
とに相当することがわかった． 
 
なお，研究開始当初は，ラプラス方程式以

外の偏微分方程式に対する代用電荷法の研究
も計画していたが，これに関しては成果を上
げることができなかった．その理由は，この
問題がとくに理論的に困難であったからであ
るが，研究遂行可能性に対する見込みが甘か
ったことは反省すべき点である． 
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