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研究成果の概要（和文）：グラフや超グラフを対象の構造とするとき，点の数-α×辺の数を次元と呼ぶ。次元から閉
部分構造という概念が定義される。融合性のもとで，与えられた有限構造を貼りあわせてできるジェネリック構造とい
うものがある。それは与えられた構造間の閉部分構造という関係をすべて内部で実現している構造である。境界関数f
から決まるKfというクラスがある。αが有理数の場合にKfのジェネリック構造はfのある仮定のもとでモデル完全にな
る。αが無理数の場合にもいくつかの補題が成り立つ。全融合性と呼ばれる性質をもつ融合クラスのジェネリック構造
は任意存在形で公理化できる。有限射影平面を部分構造にもたない無限射影平面が構成できる。

研究成果の概要（英文）：Consider graphs or hypergraphs as structures. We define a dimension of a 
structure by the number of points - α× the number of edges. With this dimension, we can define a closed 
substructure. Given a class of finite structures with some property, we can construct a structure called 
a generic structure by gluing together these structures. A generic structure reflects closed structure 
relations between finite structures in the given class. There is a class denoted Kf defined with a 
boundary function f. If α is a rational number, the generic structure will be model complete under some 
assumption on f. We have some important lemmas in case that α is irrational. There is a notion of the 
full amalgamation property. If a class has the full amalgamation property then the generic structure can 
be axiomatised by universal existential sentences. We constructed an infinite projective plane such that 
it has no finite projective plane as a substructure.

研究分野： 数理論理学

キーワード： ジェネリック構造　融合　モデル完全　全融合性　任意存在形　射影平面
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１．研究開始当初の背景 
(1) 1988 年にフルショフスキがフレッセの方
法をもとに融合法と呼ばれる方法でいくつ
かの予想に対する反例を構成した。その方法
はフルショフスキの融合法と呼ばれている。
これは有限構造（一般には有限生成な構造）
のクラスがあるとき, そのクラスが融合性な
どの基本的な性質を満たすときに, それらを
一般的に張り合わせていってジェネリック
構造と呼ばれる構造が構成される。有限構造
の間に「閉部分構造」と呼ばれる関係がある
ときに, その関係の様子が 1 つの可算構造に
おいてすべて実現されているような構造が
ジェネリック構造である。この構成法が発見
されてからある程度の年月が経つが, その構
造はある意味でランダムな様相を呈してお
り, 構造がよくわかっているとは言いがたい。 
 ジェネリック構造はモデル完全に近い性
質をもつことが最初からわかっていたが, フ
ルショフスキが最初に構成した特別な強極
小構造のモデル完全性が知られていた程度
である。Kf と呼ばれるクラスのジェネリック
構造は可算範疇的になるが, 実際にこれがど
のような構造であるのか, あまりよくはわか
っていない。 
 
(2) この研究グループで過去に得られた結果
として，全融合性をもつクラスのジェネリッ
ク構造は任意存在形の公理系で公理化され
るというのがあった。これには多少の仮定が
必要であった。また, ジェネリック構造とし
て得られる構造が超安定になる場合は飽和
性をもつ場合しか知られていなかったが, 桔
梗と池田は超安定だが飽和性をもたないジ
ェネリック構造の構成に成功していた。ただ
し，それは smallness という条件をもたな
いものであった。 
 
２．研究の目的 
(1) フルショフスキの融合クラスに対するジ
ェネリック構造のモデル理論的な性質を調
べるのが一つの目的である。特に Kf のジェ
ネリック構造のモデル完全性について, 成り
立つのかどうかを明らかにする。 
 
(2) 構造に対して、飽和や不飽和という概念
がある。ジェネリック構造は飽和構造になっ
ていることが多いが、不飽和になることもあ
る。他のモデル理論的な性質（特に, 超安定
で small という性質をもつこと）と不飽和性
が両立するかどうか調べるのがもう一つの
目的である。 
 
３．研究の方法 
(1) 研究代表者と連携研究者である池田は
頻繁に研究打ち合わせを行った。月に数回，
法政大学市ヶ谷キャンパスにある池田の研
究室を訪れ, お互いの考えたことを述べて，
議論した。もうひとりの連携研究者である筑
波大学の坪井とも年に数回, 研究打ち合わ

せを行った。いずれも，セミナー形式で行っ
た。 
 
(2) 日本数学会の年会，秋季総合分科会，モ
デル理論の夏季の研究集会，京都大学数理解
析研究所の共同研究集会に参加し，連携研究
者の池田，坪井を含めたいろいろな研究者と
議論を行って，研究の参考にした。 
 
(3) 2015 年 12 月に京都大学数理解析研究所
で開催された RIMS 研究集会「モデル理論に
おける独立性概念と次元の研究」の研究代表
者を務めた。韓国延世大学の Byunghan Kim
教授やイギリスの Charlotte Kestner 講師を
招いて，研究打ち合わせを行った。 
 
(4) 外国で開催された国際研究集会に参加
し，海外の研究者とも議論を行った。参加し
た海外の研究集会は次の通り。 
 
MSRI Workshop Model Theory in Geometry and 
Arithmetic, 2014 年 5 月 12 日-16 日, 
Mathematical Sciences Research Institute,  
Berkeley, CA, 米国 
 
Model theory, Difference/Differential 
Equations and Applications, 2015 年４月 7
日-10 日, CIRM, Luminy, Marseille, フラン
ス 
 
４．研究成果 
(1) フルショフスキの導入した Kf に関する
成果がいくつかある。対象となる構造 A が 3
超グラフで, 次元関数δが 
δ(A) ＝ |A| - e(A)  

で与えられるとする。ここで, |A|は A の頂
点の個数, e(A)は A の超辺の個数である。
普通のグラフは, ２つの頂点を結ぶものが
辺であるが, 「辺」を一般化して, 3 つの頂
点を結ぶ「辺」を考える。ここで考えたのは
無向グラフと同様に, 3つの頂点が 1つの「超
辺」で結ばれるかどうかだけを考えている。
さて，構造Aが Kf にはいる必要十分条件は A 
の任意の部分構造 B に対し, δ(B) ≧ 
f(|B|) となることである。領域を図示する
と次のようになる。 
 



 
f は領域の下の境界を表している対数関数
に似た関数である。すなわち，f は単調増加, 
上に凸, 上に有界でない。さらに f(x)+1 ≧ 
f(2x) と仮定する。 
この仮定のもとで, Kf は融合クラスと呼ば
れるものになり, またその要素を一般的に
張り合わせて構成されるジェネリック構造
はモデル完全になることが証明できた。この
あとの結果を考えると, 次元関数の e(A) 
の係数を 0 と 1 の間の有理数に変えても同
様のことが成り立つと考えられる。 
この結果は①の論文で公表している。 

 
(2) Kf の要素となる構造が, 普通のグラフ
(2 項グラフ)の場合を考える。次元関数は 
δ(A) ＝ |A| - αe(A)  

で与えられるとする。|A|は A の頂点の個数
で, e(A) は A の辺の個数である。また, α
は 0 < α < 1 となる実数である。さらに，
αが有理数で, α = m/d (既約分数), 
f(x)+1/d ≧ f(2x) であると仮定する。この
とき、Kf は融合クラスになり, またそのジ
ェネリック構造はモデル完全になることが
証明できた。 
 この f(x)+1/d ≧ f(2x) という仮定は, 
相対的な次元が正のときという条件と関係
している。αが m/d という既約分数で表され
るとき, δ次元の差の正の最小値は1/dであ
る。クラス Kf が融合クラスになるための自
然な十分条件がこの f に関する条件になる。 
 証明の核心部分について述べる。ある種の
0 拡大，すなわちδ次元を変えずに, ほとん
ど閉部分構造になるような拡大が豊富に構
成できることが一つの重要な部分であった。
Aが辺のないグラフのときに, Aの拡大Bで，
次のようなものが構成できた。 
δ(A) = δ(B)であり， 
A ⊂X ⊂ B で X が AとBのいずれとも異な
るときは δ(A) < δ(X). 
α = 4/9 のとき次のグラフが 0 拡大を与

える部品である。 

下の 6 点が A で全体が B である。A に対し B
には 4点と 9つの辺が加わっている。δ次元
を考えると，４を加えて, 9×4/9 を引く計算
になるので，相対的にδ次元は変わらない。
また，真の部分で拡大になっているものをと
るとδ次元は増えることもわかる。 
この木の形の部品を任意に複数個用意し

て輪の形につなげたものも，同様の性質をも
つ。次の図は 3 つで輪を作ったものである。 
これらの部品でグラフを拡大していくと

大きさは増えるがδ次元は変わらない。する

と，いずれ境界に近いところでそれ以上同様
の拡大をすると領域から出てしまうところ

に来る。 
この拡大で難しいのは，部分構造もすべて

この領域内にとどまることを示さなければ
ならないところにある。そのため，拡大に使
うグラフはかなりバランスのとれたもので
ある必要がある。 
こうして得られた境界付近にあるグラフ

は，Kf の中で拡大をすると必ず閉部分構造に
なることがわかるのである。詳しいことは説
明できないが，このことからモデル完全性が
導かれる。 
以上の結果は現在投稿中である。 

 
(3) クラス Kf の難しさは，領域内の点
(x,y)を選んだときに, |A| = x, δ(A) = y
となる A ∈ Kf があるかどうかが明らかで
ない点にある。 
αが無理数の場合についての考察も行っ

ている。フルショフスキの最初の例は，αが
無理数であった。まず，δ次元の差が正で最
小ということは不可能であるが，フルショフ
スキの例における関数fが満たす性質を抜き
出すと, Kfは一般に融合性をもつようになる。 
αが無理数の場合は０拡大が存在しない

が，近似物の存在は言える。有理数の場合の
極小の 0拡大は，極小の固有拡大と考えるこ
とができる。すなわち，A は B の真部分構造
においては閉構造であるが，B 全体では A が
閉であることが崩れる。この意味では，無理
数の場合も存在する。 
無理数を下から有理数で近似する。分母の

最大値を予め決めてから下からの最良の有
理数による近似を考えて, その有理数にお
ける(2)で得られている０拡大を作る部品を
作成する。すると，全体は負の拡大であるが、
途中はすべて正の拡大になっていることが
わかる。点や辺の数は有理数を既約分数で表
したときの分母の大きさにかなり依存して
決まるので，大きなグラフで構成することも
可能である。 
一方で，もう一工夫すると Aと Bのδ次元

がほぼ同じで，B の中で A が閉になるような
拡大 Bの存在も言える。この「ほぼ同じ」の
評価について，もう少し厳密に調べないとな
らないようである。この２つの事実を駆使す
れば Kf のジェネリック構造のモデル完全
性も導かれそうに思われるが，細かいところ
でまだ成功していない。 



 
(4) 全融合性(full amalgamation property)
という概念がある。構造 A, B, C がクラス K
に属し，A が B の中で閉，Cが Aの拡大のと
き(A は Cの中では閉でなくてもよい)，A上 B
と Cを自由に融合した構造も Kにはいるとい
う性質である。融合クラスが全融合性をもつ
とき，ある仮定のもとでそのジェネリック構
造が任意存在形で公理化可能であることを
過去に得ており，よい雑誌に掲載されている
が，全融合性の仮定だけで，任意存在形の公
理化が可能であることが証明できた。 
 
(5) 全融合性をもつ融合クラスに対するジ
ェネリック構造はモデル完全にならないこ
とが知られている。池田との共同研究で，ジ
ェネリック構造がモデル完全にならないた
めの必要十分条件を得ている。この条件は融
合クラスに関する条件である。それは全融合
性をかなり弱めた条件になっている。 
 
(6) 融合クラスを工夫するとジェネリック
構造として可算な射影平面が得られる。ボー
ルドウィンの構成した射影平面を修正する
ことにより，有限射影平面をまったく含まな
い可算な射影平面を構成できた。このような
例はたくさんあると思われる。 
 
(6) Kfのジェネリック構造は難しいと考えら
れているようである。この研究で開発した部
品は，Kf の中でかなり具体的に構造を構成す
る方法を与えている。可算構造の自己同型群
が群論の方でも注目されはじめているので，
この研究で開発した部品が，自己同型群の研
究にも役に立つことが期待される。次の課題
として考えているところである。 
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