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研究成果の概要（和文）：実数の特異部分集合と各点収束位相をもつ関数空間における連続関数の準正規収束と
の関係に関するScheepers予想をPixley-Roy超空間の観点から解決を試みた。結果として主に次のような成果を
得た。(1) Pixley-Roy超空間PR(X)が開被覆に関する性質weak urewicz propertyをみたすためのXに関する必要
十分条件を与えた；(2) 「Lindelof空間はweakly Mengerの性質を満たすか？」というScheepersの問題に対して
反例を与え、副産物として「Lindelof空間はMenger空間を稠密に含むか？」というWingersの問題にも反例を与
えた。

研究成果の概要（英文）：Concerning Scheepers’ conjecture on special subsets of the real line and 
pseudo-normal convergence of continuous functions in a function space Cp(X) with the topology of 
pointwise convergence, we tried to answer the conjecture in view of Pixley-Roy hyperspaces. As a 
result, we obtained　the　following。(1) we gave , for　a　Pixley-Roy hyperspace PR(X), a　
sufficient and　necessary　condition　for PR(X) to be weakly Hurewicz; (2) we answered, in the 
negative,  Scheepers' question "Is every Lindelof space weakly Menger?", and as a byproduct, we 
answered, also in the negative, Wingers' question "Does every Lindelof space have a dense Menger 
subspace?".　

研究分野： 集合論的位相幾何

キーワード： Pixley-Roy hyperspace
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１．研究開始当初の背景 
 M. Scheepers (集合論；Boise Univ. USA) 
は、実数の特異部分集合に関する研究の過程
で、実数の部分集合 X が開被覆(open 
covering)に関する位相的性質 S₁(Γ,Γ) 
を満たせば、X 上の連続関数全体に各点収束
位相を入れた関数空間 Cp(X)が sequence 
selection propertyとよばれる局所的性質を
満たすことを示し、実数の部分集合の特異な
位相的性質と関数空間 Cp(X)の自然な位相的
性質との関係を与えた。この逆が成立するか
は多くの研究者により調べられているが、未
解決のまま残りScheepers予想とよばれてい
る。研究開始当初には、主に次の事柄が知ら
れていた。 
 
（１） Scheepers 予想は Laver の集合の 
model の中では正しい(2008 年)。これは、A. 
Dow, L. Bukovsky 及び研究代表者の研究結果
を組み合わせることで導かれる。このことか
ら、Scheepers 予想の反例を構成しようとす
る場合、ある種の公理の仮定が必要になる。
ただし、通常の集合論の公理系 ZFC のなかで
Scheepers 予想が正しい可能性は依然として
残っている。 
 
（２）位相空間Ｘが開被覆(open covering)
に関する位相的性質 S₁(Γ,Γ) を満たす必
要十分条件をＸ上の上半連続関数列の準正
規収束に関する性質(wQN*)で与えることが
できる(2009 年)。この特徴付けは、Bukovsky
の結果、及び研究代表者が Bukovsky の問題
を解決することにより得られた。 
 
（３）各点収束位相を入れた関数空間 Cp(X)
における the Ramsey property と sequence 
selection property (=SSP) との関係につい
て 、 Cp(X) の the Ramsey property は
Arhangel’skii の性質(α2)と同値であるこ
とが示されている(2010 年)。 
 
２．研究の目的 
 本研究では、研究代表者の過去３年間の科
研 費 交付期 間 中の研 究 成果（ 特 に 、
Pixley-Roy 超空間に関する成果）を活用発展
させ、Scheepers 予想及び関連する諸問題を
Pixley-Roy 超空間の位相的性質の問題と捉
えて解決を目指すことが目的である。関連し
て、以下の問題の研究も目的である。 
 
（１）実数の部分集合Ｘが開被覆(open 
covering)に関する位相的性質 S₁(Γ,Γ)を
満たす必要十分条件となる Pixley-Roy 超空
間 PR(X)の位相的性質は何か？ Ｘが開被覆
に関する性質(Ｐ)を満たす必要十分条件と
なるPixley-Roy超空間PR(X)の位相的性質は
何か？ 
 
（２）集合論における強制法(forcing)や
elementary submodel を利用して、開被覆

(open covering)に関する位相的性質 S₁(Γ,
Γ)を満たさない実数の部分集合の新しい構
成法は？ 
 
（３）開被覆(open covering)に関する位相 
的性質 S₁(Γ,Γ)に近い開被覆に関する性質 
(Menger,Hurewicz 等)を実数の部分集合Ｘが 
満たす必要十分条件となる Pixley-Roy 超空 
PR(X)の位相的性質は何か？ 
 
（４）Cp(X)が sequence selection property 
(=SSP)を満たせば、Ｘは研究代表者と大田氏
が導入した位相的性質 (USC)s を満たす
か？ 
 
３．研究の方法 
研究代表者と連携研究者の大田氏(静岡

大)は Scheepers 予想を肯定的に解決する立
場で、実数の部分集合の開被覆に関する性質
及び Pixley-Roy 超空間での対応する位相的
性質を研究した。大田氏とは過去 3年間の科
研費交付期間中に Scheepers 予想を“準正規
収束する上半連続関数列の問題”と捉え直し
て解決するための共同研究を行っており、こ
の方向での研究も継続して行う。また連携研
究者の嘉田氏(大阪府立大)は、集合論の強制
法(forcing)や elementary submodel の手法
を使うことで、Scheepers 予想の反例を構成
する立場で研究代表者と共同研究を行った。
計画を進めるには関係する国内外の研究者
との継続的な意見交換が必要であり、各年度
とも研究経費の多くは研究集会への出席、研
究打ち合わせの旅費として使用された。国外
ではこの予想を提起したScheepers氏(Boise 
Univ. USA)と研究の現状と方向性について意
見交換することを計画していたが、これにつ
いては実現できなかった。 
 

４．研究成果 
 研究目的であるScheepers予想の解決には
至らなかったものの、周辺の多くの未解決問
題を解決した。具体的には以下の通りである。 
 
（１）関数空間 Cp(X)の局所的性質を調べる
ため、strong Whyburn property の概念を導
入し、位相空間 X と収束点列との積空間が
Whyburn propertyをもつための必要十分条件
は Xが strong Whyburn property を満たすこ
とであることを示した。その応用として、
Cp(X)が Whyburn property を満たせば、the 
sequential fan は Cp(X)に埋め込めないこと
を示し、未解決問題を解決した。また、位相
空間 X が任意の Whybun 空間との積が
Whhyburn空間となる必要十分条件はXが離散
空間であることを示した。 
 
（２）A. Dow と J. Moore は、カントル集合
K に対して、K 上の Pixley-Roy hyperspace 
PR(K)は tightness が可算のコンパクト化を
もたないことを証明した。この結果を動機と



し て 一般に ど のよう な 位相空 間 上 の
Pixley-Roy hyperspace が tightness が可算
のコンパクト化をもつかどうかを調べた。結
果 と し て 、 Pixley-Roy hyperspace が
tightness が可算のコンパクト化をもつため
の 必 要 十 分 条 件 は 、 そ の Pixley-Roy 
hyperspace が Corson コンパクト化をもつこ
とであることを示した。特に、距離空間 Mに
対して、PR(M)が tightness が可算のコンパ
クト化をもつための必要十分条件は、M がσ
-discrete であることを示した。また、可分
な線形順序位相空間 L に対して、PR(L)が
tightness が可算のコンパクト化をもてば、L
は可算濃度であることを示した。これらの結
果は A. Dow と J. Moore の結果を含む形にな
っている。 
 
（３）Kocinac により導入された Menger 
property より弱い selection principles の
一 つ で あ る で あ る strong star-Menger 
property と star-Menger property について
研究を行い、strong star-Menger property
において閉離散部分空間の濃度は高々連続
体濃度であることを示し、Song の問題を解決
した。また、Pixley-Roy hyperspace PR(X)
が star-Menger であれば、X の任意有限積は
Menger となることを示し、Menger property
との密接な関係を示した。 
 
（４）M. Scheepers 氏と共著で現時点までに
得られている重要な結果を中心として、
selection principles の分野の概要を「The 
ombinatorics of Open Covers」という論文
名で K.P. Hart, J. van Mill and P. Simon 編
集の元で学術書「Recent Progress in General 
Topology III」において与えた。 
 
（５）selection principles の分野における
Babinkostova, Pansera, Scheepers のいくつ
かの問題を解決した。具体的には、Lindelof
空間で weakly Menger でない空間が存在する
こと、及び Menger 空間でプレーヤーⅡが位
相ゲームGfin(O,D0)で必勝法をもたない場合
があることを示した。初めの結果は Wingers
の Lindelof 空間は Menger 稠密部分空間を
もつかという問題の反例にもなっている。 
 
（６）P. Daniels は van Douwen のある問題
を解決する過程で、Pixley-Roy hyperspace 
PR(X)が weakly Menger であれば X の任意有
限積は Menger property を満たすこと、及び
距離空間Xではこの逆が成立することを示し
た(1988 年)。この研究を動機として、Menger 
propery より強い Hurewicz property につい
て weak Hurewicz property の概念を導入し
て、Pixley-Roy hyperspace PR(X)が weakly 
Hurewicz であれば X の任意有限積は
Hurewicz property を満たすこと、及び距離
空間 X ではこの逆が成立することを示した。
他に、σ-product の Menger property や

Hurewicz property に つ い て の 結 果 や
Kocinac の提出した問題に対する否定解を与
えた。 
 
（７）位相空間に対する局所的性質の一つで
ある tight 性について、可算部分集合からな
るπ-network に関する位相的性質である
supertight 性 を 導 入 し 、 Pixley-Roy 
hyperspace PR(X)が tight であるための必要
十分条件は X が supertight 性を満たすこと
であることを与えた。また、supertight 性を
満たす位相空間の基本的な性質についても
いくつかの結果を得た。 
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