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研究成果の概要（和文）：一つの物理系に対して見かけ上異なる記述法が同等になることを双対性と呼ぶ。双対
性を用いると複眼的に物理系をとらえることができるので理論的に調べられる範囲が大幅に広がる。一方で双対
性を厳密な意味で証明することは一般的には難しい。この研究ではゲージ理論と呼ばれる素粒子の基礎理論に関
する双対性を、量子変形された無限次元対称性を用いて厳密に記述する方法を開発した。また、幾何学的な記述
に対してもある程度の知見が得られた。

研究成果の概要（英文）：Sometimes, one physical system has some apparently different descriptions. 
Such property is referred to as duality.  While it is beneficial to extend the methods to study the 
system, it is hard to derive it rigorously.  In this study, I explore the duality in the gauge 
theory which is essential to describe the elemental particle physics.  I found that a q-deformed 
infinite dimensional symmetry plays a unique role to explain it and explored its properties.  Also, 
I developed a geometrical method to define the duality in M-theory.

研究分野：素粒子論
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１．研究開始当初の背景 
(1) 超対称ゲージ理論やストリング理論の顕
著な性質の一つとして双対性の存在があげ
られる。双対性を組み込んだストリング理論
の定式化はM理論と呼ばれているが、その定
式化には不備な点が多かった。とくに、M理
論の基礎的な励起の一つであるM5ブレーン
は自己双対場で記述されているためラグラ
ンジアンで記述できるか、さらには非可換ゲ
ージ対称性を導入できるかなど多くの不明
な点が存在していた。 
(2) 一方で、M5 ブレーンをコンパクト化し
てできる 4次元理論にはインスタントン分配
関数に 2次元共形対称性という無限次元の対
称性を持つことが予想されていた。この予想
を証明しさらに対称性の詳しい性質を調べ
れば双対性についての新しい知見が得られ
るのではないかという期待があった。 
 
２．研究の目的 
上記の問題を幾何学と代数学という二面的
なアプローチで解決しようというのが本研
究の目的である。まずM5ブレーンの非可換
ゲージ対称性を記述する非可換 gerbeと呼ば
れる新たな数学的な構造を導入、超対称性と
矛盾を起こさないような定式化を与え、それ
からゲージ理論などに現れる双対性につい
て知見を得ようと考えた。一方で 6次元をコ
ンパクト化した 4次元理論に現れる無限次元
対称性の研究を推進して、代数的な立場で双
対性を理解することも可能と考えられた。こ
ちらのアプローチでは無限次元代数の内部
構造として双対性を導入することができる
か調べようと考えた。 
 
３．研究の方法 
幾何学的なアプローチでは上記でも述べて
いる非可換gerbe, higher geometryという手
法を用いる。これらは現時点では未開な部分
も多いので、それらについての数学的な研究
を進めた。 
一方、代数的なアプローチでは、量子化され
た無限次元代数の表現論や、可解統計模型の
手法を用いて、ゲージ理論やストリング理論
の位相的な性質を調べることが主な研究方
針となった。実際、研究を進めると、こちら
のアプローチのほうが過去に行われた研究
の蓄積をより多く用いることができること
が理解され、研究の主軸はこちらに置かれる
ことになった。 
 
４．研究成果 
この５年間では主に２番目の方向性、すなわ
ち対称性を用いた研究に主軸をおき研究を
推進した。 
 まず論文[13]において４次元インスタン
トン分配関数の持っている対称性を
Virasoro代数やW代数などの既存のものから
それらを包括する普遍的な代数に置き換え
た。この代数は数学者の Schiffmann と

Vasserot (SV)が開発したものであるが、我々
もinstanton分配関数の解析を通じて独立に
発見した。この普遍的な代数を用いると SV
が証明した pure super Yang-Mills 以外のよ
り複雑な系についても対称性が適用できる
ことを発見した。対称性は分配関数に対する
再帰方程式として実現されることを示した。
特に bifundamental hyper multiplet と呼ば
れる物質を導入した模型における対称性の
証明を行った。 
 論文[11]では SVが行った証明法を拡張し、
fundamental multiplet が入るような系に対
する Gaiotto 状態と呼ばれる Coherent 状態
を構成した。ここで用いられた方法は後によ
り一般的な場合に拡張される。[11][13]の結
果、ほとんどすべての超対称ゲージ理論につ
いて SV の普遍代数 SHc が適用可能であるこ
とが理解された。 
 論文[8]では量子場の自由度を格子点に載
せた可解模型について考察した。このような
模型はMaulik-Okounkov (MO)により初めて導
入されたものであり、いくつかの格子点の自
由度を可解な構造を維持したまま結びつけ
ることによりW代数の構造が現れることが示
されていた。この論文ではこの模型に超対称
性を導入し、対応する超対称 W代数の構成を
行った。この研究は SHc 代数と可解模型の対
応関係の基礎を与えるものである。 
 論文[7]では SHcの Triality について研究
を進めた。Triality とは共形場理論が含む２
つのパラメータに関する S3 対称性であり、W
無限代数でその存在が示されているもので
ある。SHc 代数は見かけ上 W 無限代数とは大
きく異なるためこの対称性の存在はW代数と
SHc 代数の同等性を示す上で本質的であった。
Trialityはminimal模型と呼ばれる可解な系
では Level-Rank 双対性に帰着する。SHc 代数
の表現を用いてこの性質がどのように実現
されているのかを詳細に調べた。研究の途上
で POSET に 対 す る 指 標 公 式 や
Rogers-Ramanujan 関係式との関係などが副
産物として得られた。 
 論文[6]では[11][13]で得られた知見を総
括して Gaiotto 状 態、頂点演算子、
fundamental multiplet を導入する演算子な
どを系統的に導入し、広いクラスの超対称ゲ
ージ理論に対して共形場理論との対応を見
通しの良い形で証明した。それと同時にこれ
らの模型で特徴的に現れる幾何学的な構造
で あ る Seiberg-Witten 曲 線 の 量 子 版
（Nekrasovによりqq-characterと呼ばれた）
の導出を表現論的な観点から行った。これに
よりこれまでインスタントン分配関数を解
析する代数的な手法であったSHc代数が幾何
学的な応用も明らかになった。 
論文[4]では論文[6]で行われた解析を SHc
代数の量子変形されたバージョンである DIM
に拡張した。対応するゲージ理論は５次元で
定義される。この場合、代数自体が SL(2,Z)
自己同型を持ち、より対称な構造を持つ。ゲ



ージ理論のブレーン構成と対応させると
SL(2,Z)はストリング理論の双対性を記述す
るものと同一視できることがわかる。この対
応をより明確に示したのが論文[3]であり、
粟田・Feigin・白石 intertwinner と呼ばれ
る頂点演算子を組み合わせてブレーンの配
位の構成を行い、そこでの DIM 代数の役割を
明らかにした。また、Gaiotto 状態や vertex
演算子などの AFS 演算子による構成を行い、
qq-character の導出法をより洗練されたも
のにした。 
論文[2]は論文[8]でおこなった SHc 代数に
対する可解構造の解析をDIMの場合に拡張し
た。 
論文[1]ではこれまで A 型のゲージ群、
quiver 図で行っていた解析をその他のリー
群に対して拡張するための新たな仕組みを
導入した。これは Reflection 状態と呼ばれ
るもので共形場理論の境界状態に対応する
ものである。 
以 上 、 代 数 的 な 解 析 に つ い て は
Alday-Gaiotto-Tachikawa 予想の証明に関連
してゲージ理論に普遍的に現れる構造とし
て、SHc 代数とその量子変形である DIM 代数
を提案し、M 理論の双対性がどのように機能
しているのか、基礎的なレベルから数学的に
厳密に明らかにすることができた。 
一方、幾何学的なアプローチについては以
下のような進展を行った。 
まず、論文[12]では M5 ブレーンなどで特徴
的に現れる自己双対場のラグランジアンと
経路積分の関係について詳しく調べた。自己
双対場のラグランジアン定式化の問題点は
境界条件を適切に設定できない点である。こ
の問題を解決するためにより簡単な２次元
模型に対して、境界条件の足し上げをどのよ
うに行えばよいのか明らかにした。 
次に論文[10]で M5ブレーンの自己双対場の
作用を超対称化した。これにより、一旦は M5
ブレーンの定式化は完成したはずであった
が、実際に目標にしていた双対性については
明白な形に書くことはできなかった。このよ
うな困難について、直ちに対応することはで
きなかったため、別の視点である代数的な解
決に研究の中心を移ることになった。 
最後に論文[5]は M2 ブレーンの定式化にお
ける南部かっこ式の応用についてのレビュ
ー論文である。これまで行ってきた研究をま
とめたものである。 
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