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研究成果の概要（和文）：(1)2次元重力を及ぼしあいながら質量が等しい3体が互いに8の字の軌道を追いかけっこする
ような初期配置と初速度が，数値解析により10桁以上の精度で得られた．
(2)等質量3体の重心が原点に留まり，全角運動量がゼロになるような，周期をωとして同一閉曲線を追いかけっこする
解は，重力場の構造によらずに，2つの周期関数で記述されることを示した．特に一方の関数は半周期ω/2で符号を替
える偶関数で，もう一方の関数はω/6を周期にもつ偶関数であることが，等質量3体8の字解の必要条件になっているこ
とをつきとめた．

研究成果の概要（英文）：(1) We got a set of initial positions and velocities of equal mass three bodies 
in very high precision (over 10 significant figures)　such that equal mass three bodies under their 
mutual attractions in two dimensions chase each other in an figure-eight orbit.
(2) We found that the equal mass three-body choreographic solution in an arbitrary gravitational force 
field, to keep the center of mass being at the origin with zero total angular momentum, is constructed by 
two periodic functions. We also found that the equal mass three-body figure-eight choreographic solution 
is constructed by two even functions: one changes its sign as t → t+ω/2 and the other has a period of 
ω/6.

研究分野： 数物系科学

キーワード： 3体問題　等質量3体8の字解　拡張された3接線定理　解析解　数値解析
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模型では立体軌道から平面への射影によ
ってできる 3体の影は，平面上で全角運動量
がゼロの運動をする．したがって，3 体の影
は 3 接線定理を満たす．そこで，3 次元空間
内を運動する 3 体(等質量に限定しない一般
質量で構わない)を平面に射影したとき，3接
線定理が成り立つようにするには，どのよう
な平面への射影をとればよいかを藤原らと
検討した．我々は，一般質量の 3体が 3次元
空間を運動する場合，全角運動量に平行な平
面への射影を行うと，3 接線定理が成り立つ
ことを示した．これを拡張された 3接線定理
と名付け，天体力学 N体力学研究会ならびに
国際会議AIMS2014で，その成果を発表した．
この結果は，Proceedings of 2014 Symposium 
on Celestial Mechanics and N-Body Dynamics
に掲載された． 
似たような性質は，谷川-桑原によって 3

次元空間における 3 接線定理の拡張として
2006 年に発表されている．彼らの 3接線定理
の拡張は，3 体の運動を射影する平面が慣性
系の x-y, z-x, y-z 平面に限定されているの
が特徴である．このため，一般的には 3接線
の影は 1 点で交わらず，3 接線の影で囲まれ
る三角形の面積と全角運動量に関係が付く．
我々のオリジナリティーは，3 接線定理を拡
張するにあたり，3 接線の影が常に 1 点で交
わるような平面と全角運動量の関係を考察
した，というところにある．  
 
(3)2014 年から，松田克己に研究分担者に加
わってもらった．彼の参入で，等質量 3 体 8
の字解の攻略法が明確になり，3 体問題に新
しい視点が持ち込まれた．以下では，松田に
よって導入された等質量 3体 8の字解の構成
法を「松田の構成法」と呼ぶことにする． 
 等質量 3体 8の字解は平面上の周期解であ
り，(i)重心が定点に留まる(ii)半周期にお
いてクラインの四元群条件を満たす(iii)全
角運動量がゼロである，という性質をもつ． 
等質量 3 体 8 の字解の周期を ，等質量 3 体
の座標を とあらわすと,解
がもつべき条件式は，以下のように書ける： 
(i)重心条件 

 
(ii)Klein 四元群条件 

 
 

 
(iii)角運動量条件 

 
 松田は，藤原らのレムニスケート上の等質
量 3体舞踏解の構造にヒントを得て，つぎの
ように等質量 3体の座標の y成分を x成分に
比例させる形に採り，上記の 3条件を，等質
量3体の番号について巡回表示をもつ同値表
現に書き換えた．それが松田の構成法である． 
 松田の構成法を以下に詳しく述べる．まず，
等質量 3体の座標を， として 

 
 

とあらわす．ここで と書け
て， は周期ωの周期関数である．  を
座標比関数と呼ぶことにする。 
 重心条件(i)は，等質量 3 体の座標をつぎ
のようにあらわすことと同値である： 
 

 
 

 
残りの座標は下付き添え字0,1,2を巡回置換
したもの， は周期ω/3をもつ関数である． 
 Klein の四元群条件(ii)は，つぎのような
表現と同値である：  が半周期性をもつ
偶関数，すなわち で，さ
らに は周期  の偶関数である． 
 角運動量条件(iii)は，つぎのように表す
ことと同値である: 
 

 
 
 周期の関数 と周期 の座標比関数

があれば，重心がゼロで全角運動量ゼロ
の等質量 3 体舞踏解 (同一閉軌道上の舞踏
解) が得られる．さらに  が周期 の偶
関数で，座標比関数 が半周期交代性をも
つ偶関数ならばKleinの四元群条件をも満た
すものになり，等質量 3体 8の字解を与える．

と は，まさに，そうした性質をもつ
関数ということになる． 
 さて，勝手に用意した座標比関数 では， 
 

 
 
が成立するとは限らない．松田は，角運動量
条件を満たさない座標比関数 から角運動
量条件を満たすように関数を補正する方法
も見出した．勝手に用意した で周期
の 補 正 関 数 を 作 る と ( 積 分 形 ) ，

が角運動量条件を満たすようにで
きるのである．等質量 3体の重心はこの補正
の影響を受けず，新たな困難は生じない． 
 松田は簡単な例として， を取り
上げた．角運動量条件は満たされない．松田
は補正関数 を計算し， を定数に採り 
 

 
 

 
を導いた．重心原点，Klein の四元群,角運
動量条件のすべてを満たす，これぞ，まさに
8の字舞踏解である．松田は，さらに，この
媒介変数表示が表す等質量 3体の軌道が， 
 

 
 
の 8次代数曲線になることも示した．この等
質量 3体舞踏解は，藤原らのレムニスケート
についで2番目に見つかった8の字型の解析



解である．残念ながら，これは疑似 8の字解
に属し，Newton の万有引力下の等質量 3体 8
の字解でも，2次元重力下の解でもない． 
 松田の構成法の優れている点は，等質量 3
体 8の字解析解の本質を，ポテンシャルの構
造に依らずに，半周期交代性をもつ偶関数

と， を周期にもつ偶関数 とに集
約させたところにある． 
 松田は，任意の斉次型引力ポテンシャルの
場合，等質量 3体の運動方程式から につ
いて Bernoulli の微分方程式が得られるこ
と， が  によって決定することまでも
明らかにした．これによって，等質量 3体の
運動方程式は座標比関数 が満たす関数
方程式に読み替えられる．その方程式を解く
ことは，等質量 3体 8の字解析解を得ること
と同値である． 
これらの結果は，天体力学 N体力学研究会

2015 と日本数学会年会 2016 で発表した． 
 松田の構成法で等質量3体8の字解析解の
構造が明確になったことは，3体問題の研究
に確固とした礎が築かれたことを意味する
はずである．松田が得た一連の成果は，論文
にまとめる予定である． 
 筆者は松田の構成法に従い，2次元重力を
与える対数型のポテンシャル下の等質量 3
体 8 の字解析解を見出すべく計算を続けた
が，本課題期間中に解析解にたどり着くこと
はできなかった．乗り越えられずにいる箇所
をもう一度精査し，解析解への突破口を見出
したいと考えている．松田の構成法により，
いろいろなポテンシャル下の等質量 3 体 8
の字解が統一的に記述できるようになった
ことで，ようやく頂上へ向けてのルートが見
えてきた．今後も松田とともに研究を押し進
め，登頂を目指し挑戦し続けるつもりである
． 
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