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研究成果の概要（和文）：本研究では、近年、提案されている量子力学の新しい物理量である「弱値」が、局所
的な実在性を持ち得る量と見なせることを、量子力学を特徴づける粒子と波動の２重性（相補性）の観点から示
すことに成功した。また、この弱値が満たす新たな不確定性関係を導き、それが従来のハイゼンベルクの不確定
性関係の一般化に対応することを示した。さらに、弱値を測定する「弱測定」を用いて精密測定を行った場合の
有効性を吟味する具体的な理論的枠組を提示し、これを用いて従来から知られた精密測定への応用例（光の量子
ホール効果の検出実験を含む）の有効性を厳密に検証した。

研究成果の概要（英文）：In the present research, we have succeeded to show that the Weak Value, 
which has been intensively studied in recent years as a novel physical quantity in quantum 
mechanics, may be regarded as a local realistic quantity in the typical quantum mechanical 
particle-wave duality viewpoint.  We also derived a new uncertainty relation for the Weak Value, 
which includes the standard Heisenberg uncertainty relation as a special case.  In addition, we have
 also provided a theoretical model allowing us to examine the validity of precision measurement by 
using the Weak Measurement, which is a method to obtain the Weak Value by means of conditional 
quantum measurement.  With this, we analyzed some well-known examples of such precision measurement 
(including the detection of the quantum Hall effect of light) and proved their validity on a firm 
basis.

研究分野： 量子測定理論、量子基礎論

キーワード： 弱値　弱測定　不確定性関係　相補性　精密測定
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１．研究開始当初の背景 
「弱値（Weak Value）」は、1988年に

Aharonovらが提案した新しい量子力学の物
理量であり、表式 
 
 
 
によって定義される量（ここでψ、φは測定
者が指定する物理系の始状態及び終状態であ
り、それぞれ事前選択状態、事後選択状態と
呼ばれる）であるが、量子物理学の基礎と応
用の両面から、近年、大きな注目を集めるよ
うになっていた。その理由に、（１）量子力
学の基礎への新知見、及び（２）量子精密測
定の実現という２つの観点があった。 
このうち、（１）について述べると、物理

量の概念の拡張としての弱値は、従来の量子
力学における非局所性や非実在性などに関す
るパラドックスに新しい解釈の可能性をもた
らすことが期待され、特に、任意の複数の物
理量が同時に存在するとする解釈が可能とな
るため、反事実的想定に基づく議論も可能と
なり、量子の世界像のより深い理解につなが
ると考えられた。 
また（２）については、弱値は一般に複素

値を取り、通常の量子物理量の限定（実数固
有値) から自由であることから、この自由度
を利用して（具体的には状態ψ、φを適当に
選ぶことにより）、原理的には従来の量子測
定では精度限界以下の微小な物理量の測定を
可能にすることができる。実際、光のスピン
ホール効果の検出やビーム回折の増幅の精密
測定などに応用され、さらなる応用先の拡大
が期待されていた。 
これらをまとめると、量子力学における標

準的な物理量が、不確定性関係や相補性によ
り制限された実在性しか持ち得ないのに対し
て、一定の条件の下で弱く測定する「弱測
定」の方法を用いることで、より根源的な物
理量を得られるのではと期待され、さらにそ
れが精密測定にも応用出来る可能性が示唆さ
れたことが、本研究の開始当初の世界的な研
究状況であった。 
その一方で、「弱値」概念の量子力学にお

ける基礎的な位置づけが曖昧であり、また
「弱測定」の有効性を検証する確実な方法が
存在しないという問題があり、それゆえ、精
密測定に応用する際の指針（どのような場合
に、弱測定としての精密測定が有効である
か）が明確ではなかった。 
 
２．研究の目的 
本研究は、以上で述べたの弱値及び弱測定

に関する概念的に不明瞭な点を解消し、量子
力学におけるそれらの位置づけを明確にする
ことを第１の目的とした。 
加えて、弱測定を精密測定に応用した際の

有効性を検証する理論的枠組を整備し、これ
を用いて具体的な応用研究への指針を定める
ことを第２の研究目的とした。 

 
３．研究の方法 
研究代表者の筒井を中心に、量子過程と弱
値の理論的基盤の整備、弱測定の一般理論の
構築の２つを研究の柱として、研究室の院生
の協力を得て実施した。 
また、弱値の局所実在性に関する概念的考
察については、インドやイスラエルなど外国
の実績ある専門家との交流を通して、より専
門的な助言を得て行った。 
	
４．研究成果	
まず全期間にわたる研究成果を要約する
と、（１）「弱値」が局所的な実在性を持ち得
る量と見なせることを、量子力学を特徴づけ
る粒子と波動の２重性（相補性）の観点から
示すことに成功したことが１つ。（２）この
弱値が満たす新たな不確定性関係を導き、そ
れが従来のハイゼンベルクの不確定性関係の
一般化に対応することを示したことが２つ目
の成果。加えて、（３）弱値が数学での擬確
率の下での物理量の期待値に対応するもので
あり、これを量子力学の中で条件つき量子測
定理論として厳密に基礎づけることに成功し
たことが第３点。さらに（４）「弱測定」を
用いて精密測定を行った場合の有効性を吟味
する具体的な理論的枠組を提示し、これを用
いて従来から知られた精密測定への応用例
（光の量子ホール効果の検出実験を含む）の
有効性を厳密に検証したことが４つ目の成果
である。以下、これらについて詳しく述べる
ことにする。	
（１）弱値から見た粒子と波動の２重性（相
補性）：新しい量子物理量である弱値は、交
換しない複数の物理量に対しても確定した値
を持ち得ることから、相補性といった量子力
学の根幹的性質のより深い理解に繋がるもの
と期待された。この観点から、申請者は弱値
の物理的意味を調べ、弱値の虚数部分は一般
に量子干渉の指標を与えるものであることを
発見した。	また弱値の実数部分は確率的な
要素を付与した実在量として考え得ることを
示し、弱値が粒子性と波動性の両者を統一的
に表現する物理量として解釈できる可能性を
示した。	
	 その端的な例として、２重スリットを通し
た物質粒子（例えば電子）ビームのスクリー
ン上の干渉実験を、弱値の観点から理論的に
分析した。その結果を図示すると：	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
上図のように、粒子の位置は弱値として見る
と２つのスリット上では実数部分は中央にあ

弱値は近年、量子力学の基礎と応用の両面から大きな注目を集めている物理量の新しい概念である。
通常の（強い）量子測定では物理量に特有な値のみが得られるが（物理量の量子化）、一定の条件の下
で ‘弱く’ 測定すれば、その状況によって様々な値を得ることができる。さらに複数の弱値の非同時測
定も可能であり、そのため非局所性や非実在性など量子論特有のパラドックスに、新たな解釈の可能
性を示すものとして有力視されている。一方、この弱測定を利用して従来より高精度の測定が可能に
なりつつあり、今後の技術的発展にも期待が寄せられている。本研究は、これら弱値及び弱測定に関
する新たな概念的考察のために確固たる理論的基盤を整備し、その応用を図ることを目的にしている。
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１）研究の学術的背景
弱値と、これを実験的に実証するための測定としての弱測定は、量子力学や量子情報科学の基礎と
応用の両面にわたる新しい研究課題として、近年、世界的に大きな注目を集めている。その背景には
以下の２つの期待がある。

• 量子力学の基礎への新知見： 弱値は物理量の概念の拡張として、従来の量子力学における非局
所性や非実在性などに関するパラドックスに新しい解釈の可能性をもたらす。特に、任意の複数
の（必ずしも同時測定可能ではない）物理量が同時に存在するとする解釈が可能となるため、反
事実的想定（counterfactuals）に基づく議論も可能となり、量子の世界像のより深い理解につな
がる。

• 量子精密測定の実現：弱値は一般に複素値を取り、通常の物理量の縛り（固有値としての実数）
から自由である。この自由度を利用して、原理的には従来の量子測定では精度限界以下であった
ような微小な物理量の測定を可能にすることができる。実際、spin Hall効果の精密測定やビー
ム回折の増幅などに応用されており、今後の展開が期待される。

歴史的には、弱値の概念はアハロノフ（Y. Aharonov）らが 1964年に提唱した時間対称形式による
量子力学の定式化に遡る。これは量子状態は過去から未来の方向に発展するだけでなく、未来から過去
の方向にも逆発展するものとして、量子力学の時間発展を対称的なかたちに再定式化し、その上で状
態変化や物理量の測定結果を議論したものである。ここで順方向に時間発展する始状態（preselected

state）|ψ⟩と、逆方向に時間発展する終状態（postselected state）|φ⟩で指定される量子過程における
物理量Aの測定値が、1988年に提唱された弱値（weak value）

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ (1)

である [1]。時間対称形式の時間発展はシュレーディンガー方程式によって決まり、その他の前提も通
常の量子力学と同じであることから、従来の量子力学の枠組から逸脱するものではない。しかしなが
ら、始状態 |ψ⟩と終状態 |φ⟩を組にして対象系を記述することにより、始状態のみによる通常の量子
力学の記述よりも、より詳細な系の記述が可能になり、また広い視野から現象を考察できることが重
要である。なお、物理量Aの固有値以外の複素数値を取る弱値の実験的な検証には、系に殆ど擾乱が
生じない設定下で弱値の実部と虚部を別々に測定することが最も直接的な方法である。これが弱測定
（weak measurement）と呼ばれるものであり、弱値の名称はここに由来する。

weak trajectories in complex space
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FIG. 2: An oblique view of the weak value xw(t) which is
function of t. At time t = 0, Re [xw(0)] is at the intermedi-
aty point between two slits however Im [xw(0)] becomes large
when the transition probability is small. At time t = T , the
weak value xw(t) is on the screen. Orange and blue lines are
xw(t) projected onto each planes.

Im [xw]|K(0)|2

xf

FIG. 3: The horizontal line is xf . The yellow curve repre-
sents the transition probability. The solid curve is Im[xw(t)]
at t = 0. Im [xw(t)] diverges when the transition probability
|K(0)|2 becomes small.

of momentum p±w are zero for arbitrary xf , the lefthand
side of (10) becomes

Im

[
pw − p−w

|K−(0)|2

|K(0)|2 − p+w
|K+(0)|2

|K(0)|2

]

= Im [pw] = m
xi tan

(
m
!

xfxi

T

)

T
. (22)

From this, it shows that the variation of interference
terms is represented by the imaginary part of the weak
value pw. The variation of interference fringes correspond
with the imaginary part of the weak value pw.
We will explain the real part of the weak value pw. The

weak value of momentum p+w and p−w , which expresses
the moving particle between two eigenstates of the point,
coincident with the value of the classical motion. The
real part of the weak value pw is equal to the average

of these two weak values p+w and p−w , Re [pw] =
p+
w+p−

w
2 ,

which means that Re [pw] is equivalent to the average of
the momentum for each classical path.

IV. THE WEAK VALUE OF THE POSITION

The interpretation of weak values are difficult due to
its complexity. However, we showed that the imaginary
part of the weak value for the momentum represents in-
terference effect when we consider the Young’s double
slit experiment. Weak values are weakly measured not

to disturb the object system and will have a physical sig-
nificance. Einstein et al. said about an element of phys-
ical reality in [11]: If, without in any way disturbing a
system, we can predict with certainly (i.e., with probabil-
ity equal to unity) the value of a physical quantity, then
there exists an element of physical reality corresponding
to this physical quantity. We may treat a weak value as
an element of physical reality because, in weak measure-
ment, without disturbing a system, we can obtain the
weak value[12].
Let us consider the weak value of the position xw in

terms of the element of physical reality. we will prepare
the pre- and post-selected state as (10) and (11), respec-
tively.

xw(t) =
⟨ψf |U(T − t)xU(t)|ψi⟩

⟨ψf |U(T )|ψi⟩

=
xf t

T
+ i

xi(t− T ) tan
(
m
!

xfxi

T

)

T
(23)

We prepared a pre-selected state at t = 0 and a post-
selected state at t = T and weakly measure x at time t.
Relations between (1) and (23) are A = x, U(t−T )|ψf ⟩ =
|ψ⟩, and U(t)|ψi⟩ = |φ⟩, respectively. The real part of the
weak value xw corresponds with the average of classical
trajectories moving each slit to the screen. The imagi-
nary part of the weak value xw becomes enormous where
the transition probability is small. To demonstrate this,
we will show graphs in FIG 2,3. In FIG.2, since we put
the post-selected state as the eigenstate of the position,

at

signifies interference effect
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S+

S
−

t

T

0

Imxw(0)
Imxw

Rexw

=

xf +

|K(0)|2

Fig. 2 (Left) Weak trajectories xw(t) in the complex plane for various different post-
selections with density proportional to the transition probability |K(0)|2 = |⟨ψ|U(T )|φ⟩|2.
The real and imaginary parts are depicted in orange and green lines and projected on the
bottom and the left-back planes, respectively. (Right) The imaginary part Im xw(0) as a
function of xf . The curve diverges when the complete destructive interference occurs where
|K(0)|2 vanishes.

as a true trajectory. In fact, this is a common feature that arises when the
pre-selected state is formed by superposition, and is caused by the inability of
distinction of the individual superposed states by the post-selection. As we see
shortly, this pathological behavior can be ‘cured’ by rendering the distinction
possible.

Before doing so, let us briefly discuss the imaginary part Imxw, which
becomes large as the transition probability becomes small and eventually di-
verges when the interference is completely destructive (see FIG. 2). Note that
although x is not treated here as a generator for unitary transformations as p
is, the connection to interference is still valid, because of the direct dynami-
cal relation between Im xw and Im pw obtained analogously to the Ehrenfest
theorem.

The foregoing result that the real part Re xw(t) gives the average trajectory
of the two classical ones prompts us to ask what happens if we can know which
of the slits the particle has gone through. To answer this, we bring in the spin
(qubit) degrees of freedom and let the particle be in the up state |+⟩ when it
goes through S+, and likewise in the down state |−⟩ when it goes through S−.
Under this revised setup, our pre-selected state is given by

|φ⟩ =
1√
2

(|xi⟩ ⊗ |+⟩ + |− xi⟩ ⊗ |−⟩) . (14)

Of course, if we perform the selection at t = T by the state |+⟩ or |−⟩, it
destroys the interference and gives nothing different from the previous setup.
However, different results arise when we introduce, along the line of quantum
eraser [8], an obscuring element on the ‘which path information’ by adopting

|ψ⟩ = |xf ⟩ ⊗
[
cos(θ/2)|+⟩ + eiη sin(θ/2)|−⟩

]
(15)

=

xf +

Transition
Probability

ImxwRexw

Fig. 3 The weak value xw(t) as a function of the post-selection xf for a fixed t for 0 ≤ t <

T . The thick line represents Rexw while the thin line represents Imxw. The imaginary part

Imxw diverges at the locations where the transition probability, indicated by the orange

filled line, vanishes.

the imaginary part Imxw(t), we notice that it oscillates quite wildly in such a way that it

vanishes when the interference at the screen becomes constructive while it diverges when it is

destructive (see Fig.3), as can be easily seen by comparing it with the transition probability

(10). As such, the imaginary part may be regarded act an indicator of interference effect,

which can be shown to be valid in a more general context [11].

The validity of our observation on the weak trajectories made for the simple two cases

must further be examined by cases where more general selections are considered. We now

do this for the triple slit case, before going to the multiple slit case later.

4. The Triple Slit Experiment

As a next step toward generalization, we discuss the triple slit experiment where the slits

are distanced equally from each other. This is realized by choosing the pre-selected state as

|φ⟩ = 1√
3
(|xi⟩+ |0⟩+ |− xi⟩) (13)

while keeping the post-selected state |xf ⟩ as before. Assuming again the free Hamiltonian,

we find the transition probability,

|⟨xf |U(T )|φ⟩|2 = m

6π!T

{
3 + 2 cos

(
m

!
2xfxi
T

)

+ 4 cos
(m
!
xfxi
T

)
cos

(
m

!
x2i
2T

)}
. (14)

Note that the transition probability oscillates as a function of xf on the screen, but unlike

the previous double slit case it does not necessarily vanish even at the most destructive

interference points (see Fig.4).

Now, the weak trajectory xw(t) can be obtained in an analogous manner as in the double

slit case, and the result is

xw(t) =
⟨xf |U(T − t)xU(t)|φ⟩

⟨xf |U(T )|φ⟩

= xf
t

T
+ g(xi, xf )

(
1− t

T

)
, (15)
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           gives the ‘average path’	
    from the two slits

S+

S
−

t

T

0

Imxw

Rexw

Fig. 2 Weak trajectories xw(t) in the complex plane for various different post-selections.

The lines are plotted with density proportional to the transition probability |⟨ψ|U(T )|φ⟩|2.
The real and imaginary parts are depicted in orange and green lines and projected on the

bottom and the left-back planes, respectively.

obtain xw(t) directly from the amplitude (9) as

xw(t) =
⟨xf |U(T − t)xU(t)|φ⟩

⟨xf |U(T )|φ⟩

=
⟨xf |U(T )|xi⟩x+w(t) + ⟨xf |U(T )|− xi⟩x−w(t)

⟨xf |U(T )|xi⟩+ ⟨xf |U(T )|− xi⟩

= xf
t

T
− ixi tan

(m
!
xfxi
T

)(
1− t

T

)
, (11)

where we have used the fact that the weak trajectories for the non-superposed selections are

given by the corresponding classical ones,

x±w(t) =
⟨xf |U(T − t)xU(t)| ± xi⟩

⟨xf |U(T )| ± xi⟩

=
(xf ∓ xi)t± xiT

T
, (12)

thanks to the equality (7).

We thus find that, unlike the previous case where both the pre- and post-selections are

made by position eingenstates, in the present double slit case the weak trajectory becomes

complex in general, starting with the pure imaginary value xw(0) = −ixi tan
(
m
!

xfxi

T

)
and

ending with the real value xw(T ) = xf (see Fig.2). This already shows that the weak trajec-

tory does not admit a simple classical picture that we might hope for. Hence, for considering

its physical meaning, we need to examine the profile of the trajectory in the complex plane

during the period [0, T ] closely, which is important if we are to argue the local reality of the

particle in the period based on the weak value.

To this end, let us inspect the real and imaginary parts of the weak trajectory xw(t)

separately. We then observe that the real part Rexw(t) follows just the mid-path or the

average of the classical trajectories, one from xi to xf and the other from −xi to xf . As for
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=

xf +

Transition
Probability

ImxwRexw

Fig. 3 The weak value xw(t) as a function of the post-selection xf for a fixed t for 0 ≤ t <

T . The thick line represents Rexw while the thin line represents Imxw. The imaginary part

Imxw diverges at the locations where the transition probability, indicated by the orange

filled line, vanishes.

the imaginary part Imxw(t), we notice that it oscillates quite wildly in such a way that it

vanishes when the interference at the screen becomes constructive while it diverges when it is

destructive (see Fig.3), as can be easily seen by comparing it with the transition probability

(10). As such, the imaginary part may be regarded act an indicator of interference effect,

which can be shown to be valid in a more general context [11].

The validity of our observation on the weak trajectories made for the simple two cases

must further be examined by cases where more general selections are considered. We now

do this for the triple slit case, before going to the multiple slit case later.

4. The Triple Slit Experiment

As a next step toward generalization, we discuss the triple slit experiment where the slits

are distanced equally from each other. This is realized by choosing the pre-selected state as

|φ⟩ = 1√
3
(|xi⟩+ |0⟩+ |− xi⟩) (13)

while keeping the post-selected state |xf ⟩ as before. Assuming again the free Hamiltonian,

we find the transition probability,

|⟨xf |U(T )|φ⟩|2 = m

6π!T

{
3 + 2 cos

(
m

!
2xfxi
T

)

+ 4 cos
(m
!
xfxi
T

)
cos

(
m

!
x2i
2T

)}
. (14)

Note that the transition probability oscillates as a function of xf on the screen, but unlike

the previous double slit case it does not necessarily vanish even at the most destructive

interference points (see Fig.4).
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り、その虚数部分はゼロを中心に分布する
（左図）。それが粒子の観測されるスクリー
ン上では虚数部分がゼロとなり、実数部分に
は強弱が現れて干渉縞を作る（右図）という
描像である。	
（２）弱値に基づく新たな不確定性関係の導
出:量子力学における標準的な物理量は可観
測量の固有値（物理量演算子が有界作用素の
場合は離散的な限定された実数の組）に限定
されるが、弱値はこの限定から自由であり、
一般に任意の複素数を取り得る(「異常値」
の可能性)。しかしながら、このような弱値
にも固有の不確定性関係	
	
	
	
が成立することを示し、かつそれが従来の
(Heisenberg 型の)測定値の揺らぎに関する
不確定性関係と、時間とエネルギーの測定誤
差に関する不確定性関係の両者を含む一般的
なものであり、量子推定を含めた種々の不確
定性を扱うのに有用なものであることを明ら
かにした。これは下の図のような量子状態の
空間内の幾何学的な構造から導かれる美しい
関係式である。	
	
	
	
	
	
	
	
加えて、擬確率の量子力学における意義の

明確化と実在論モデルの分類を行った。弱値
の基盤には擬確率という通常の確率概念を一
般化したものが対応するが、この擬確率が量
子状態の(古典的な観点からの)性質を記述す
る上で便利な概念であり、一方でボームの隠
れた変数モデルのような量子力学の実在論を
分類する上でも有効であることを示した。	
（３）擬確率としての弱値の定式化と対応す
る量子測定理論の構築：弱値を測定する過程
である弱測定は、一般には事前測定に加えて
事後測定を行うタイプの量子測定の特別な場
合に相当する。この事後測定を行う条件付き
測定の量子測定理論を、数学的に厳密な形で
構成することに成功した。さらに、その中で
は自然な概念として擬確率が定義され、その
確率的期待値として弱値が得られることを明
らかにした。さらに、この擬確率の下で量
子・古典対応の問題や、量子推定論への新た
な視点を得るための種々の情報理論的な考察
を行い、弱測定の量子推定に関する新しい指
標を得た。	
	 その一方で、近年、大きな論争に発展して
いる弱値の物理量としての実在性と時間発展
との関係について、詳細な検討を行った。こ
れは量子論的に混合状態にある場合の弱値の	
物理的解釈の必要性と、弱測定における状態
の時間に関する順行、逆行の解釈を用いる場

合に派生する疑問点であるが、論争の中心に
ある Vaidman 氏との共同研究を通して、問題
の所在を明確にし、今後の課題としてその解
決の方法を提議した。	加えて、弱値概念の
提案時に Aharonov らが援用した量子力学の
時間対称形式を再検討し、通常用いられる標
準的な非対称形式での Born則に対応する対
称形式での ABL 則は、条件つき測定において
強測定の極限で得られるものであり、逆に弱
値の基礎にある擬確率は弱測定の極限で得ら
れるものであることを明確にした。この結果
は、従来より不明瞭であった弱測定とABL 則
との関係を確立する上で、重要な結果となっ
た。	
（４）弱測定を精密測定に応用するための理
論的整備：前述のように、弱値の増幅を弱測
定（における事前、事後選択）を通して達成
し、これを利用して物理量の精密測定に応用
することが期待されている（下図）。	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
しかしながら、この増幅が状態選択による一
部のデータの棄却によって達成されることか
ら、情報量の観点からその有効性への疑問が
提出されていた。そこで、新たな国際標準と
なっている「測定の不確かさ」の概念に含ま
れる本質的に統計処理の出来ない要因を考慮
に入れることで、確かに弱測定は精密測定に
有効な場合があることを示し、その分析モデ
ルを構築した。具体的には、系統的な（測定
装置による）測定誤差を指定した上で、（量
子的な）統計誤差と（非線形効果など理論的
な）近似誤差を考慮に入れた上で、弱値の増
幅の大きさとこれらの誤差との間に成立する
トレードオフの関係を調べるものであるが、
典型的には以下の図のような状況が生じるこ
とが判明した。	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
この図から、弱値（の実数部分）をそれ以上
増幅すると、誤差評価の上からは有意な測定
とは言えなくなる上限値が存在することがわ
かる。この分析方法を用いて、従来より弱値

this is indeed the case can be confirmed at once from the identity which follows from (7):

∥A− f(B)∥2 = ∥A− ReAw(B)∥2 + ∥ReAw(B)− f(B)∥2. (10)

We thus see that the optimal choice for f(B) is made by

fopt(B) = ReAw(B) (11)

for which we have ⟨fopt(B)⟩ = ⟨A⟩ as expected. As for the optimal choice for ḡ(B) attaining

the maximal value for the commutator in the r.h.s. of (4), one readily learns from the equality

condition of the CS inequality and (7) that ḡopt(B) = ImAw(B)/∥ImAw(B)∥ provides the

answer. It is then obvious that these optimal choices, fopt(B) and ḡopt(B), realize the

equality in (4).

IV. RK INEQUALITY REVISITED

Now, under the optimal choice (11) for f(B), one may put g(B) = B − ⟨B⟩ in (2) to

obtain

∥A− ReAw(B)∥ · ∥B − ⟨B⟩∥ ≥ 1

2
| ⟨[A,B]⟩ | . (12)

Recalling that the RK inequality arises at the non-optimal choice f(B) = ⟨A⟩, we see that,

apart from the trivial case where the l.h.s. vanishes, the inequality (12) is tighter than the

RK inequality (1). It is also evident that (12) reduces to the RK inequality if

ReAw(B)|ψ⟩ = ⟨A⟩|ψ⟩, (13)

in which case the covariance,

Cov[A,B] =
1

2
⟨{A,B}⟩ − ⟨A⟩⟨B⟩ = ⟨(ReAw(B)− ⟨A⟩) (B − ⟨B⟩)⟩, (14)

vanishes identically.

An elementary example to illustrate our point is provided by the 1-qubit system with

A = σx, B = σz. Writing

|ψ⟩ =

⎛

⎝ cos (θ/2)

eiϕ sin (θ/2)

⎞

⎠ , 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, (15)
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0

Aw(B)

ReAw(B)

i ImAw(B)

A

0

A

ReAw(B)

f(B)

⟨f(B)⟩

⟨A⟩
{f(B)}

{f(B)}

} {f(B) = const.}

FIG. 1: Geometric relations among the operators involved. The left illustrates how the operator A is

projected onto the subspace of normal operators generated by B, with the center line representing

the space of self-adjoint operators {f(B)}. The right elaborates the projection onto the space

{f(B)}, where now the center line represents the space of constant functions {f(B) = const.}

(more precisely, functions proportional to the identity operator I) including f(B) = ⟨A⟩.

III. OPTIMAL CHOICE AND THE WEAK VALUE

To see these, let us first note the identity,

A|ψ⟩ =
∫

|b⟩⟨b|A|ψ⟩ db =
∫

Aw(b)|b⟩⟨b|ψ⟩ db = Aw(B)|ψ⟩, (5)

where Aw(B) is the operator function defined in (3) with f(b) replaced by the weak value

[14],

Aw(b) =
⟨b|A|ψ⟩
⟨b|ψ⟩ . (6)

From (5), we have

⟨f(B)A⟩ = ⟨f(B)Aw(B)⟩ = ⟨Aw(B)f(B)⟩, (7)

for any self-adjoint f(B) and, in particular,

⟨A⟩ = ⟨Aw(B)⟩ = ⟨ReAw(B)⟩, (8)

since ⟨ImAw(B)⟩ = 0. Another consequence of (5) is

∥A∥2 = ∥ReAw(B)∥2 + ∥ImAw(B)∥2. (9)

These statistical properties on average and correlation suggest that the operator ReAw(B)

may furnish the optimal proxy function for A minimizing the distance ∥A − f(B)∥. That

5

How can we measure        ?

xw(t) = xi +
(xf − xi)t

T
= xcl(t) xw(t) = xcl(t)

xw(t) =
N∑

n=1

ωn x
xn→xf
w (t)

gÂσ1 ΨMD(0, 0) e−igAwσ1ΨMD(0, 0)

ΨMD = ΨMD(θ,φ) = cos θ |0⟩+ eiφ sin θ |1⟩

Aw := A = B + C Aw = Bw + Cw Aw = BwCw

Aw := A = BC Aw = Bw Cw ai ∈ R

(P1)w = (P2)w = 1 (P3)w = −1

O(a) = a1σ1 + a2σ2 + a3σ3

⟨O(a)⟩ = Ψ†
MDO(a)ΨMD = 2g (a1 ImAw − a2 ReAw) + a3

Aw := A = a Aw = a = ReAw − 2a ImAw

|ψ⟩ |ψ⟩⟨ψ|

Γk Γs ̸=

O3 Ok Os

O = A(O1 ⊗O2 ⊗O3 ⊗ · · ·⊗Os)A

4

System

Meter

Interaction

e−igA⊗P

A

P

⊗

No

YesMeter

System

Meter

System

(entangled)

PVM

postselection preselection

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩ = ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩

≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

K(g) = ⟨φ|UA(g)|ψ⟩

Kk(g) = ⟨φ|UA(g)|χk⟩⟨χk|ψ⟩

|χ1⟩ |χ2⟩ |χ3⟩ p

2

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩ = ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩

≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩
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K(g) = ⟨φ|UA(g)|ψ⟩

Kk(g) = ⟨φ|UA(g)|χk⟩⟨χk|ψ⟩

|χ1⟩ |χ2⟩ |χ3⟩ p
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(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

?

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩ = ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩

≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)
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|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2
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 - weak measurement -
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t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

3

with meter state
⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

|ψ⟩|Ψ⟩ → e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩ ≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

3

von Neumann 
measurement interaction

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

|ψ⟩|Ψ⟩ → e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩ ≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

3

postselection

0 100 200 300 400 500 600

0.5

1.0

1.5

2.0

Nonlinearity (Bias)

Total Uncertainty
Instrumental Uncertainty
Quantum Uncertainty

condition to detect a small g with 95 % confidence

ϵNfw(Q)(η) :=
δ

|ReAw|
+ κ̃N

fw(Q)(η) +

∣∣∣∣
∆w

Q(g)

ReAw
− g

∣∣∣∣total uncertainty

weak measurement can be effective for a 
certain range of amplification

J. Lee and I.T.  (2013)



増幅による精密測定の成功例として良く知ら
れた光の量子ホール効果の検証実験と、
Sagnac 干渉計を用いた光ビームの微小角の
ずれの検出実験を、誤差と増幅のトレードオ
フ関係から評価し、両者の有効性を確認する
ことができた。さらにこのモデルの中で、一
般に弱値増幅の方法が有効である条件を提示
することで、今後の弱測定の精密測定（例え
ば重力波測定実験など）への応用を考察する
上での有用な理論的基盤を提供した。	
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